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VOKREDE. 



Das Werk, dessen erster Theil hier vorliegt, ist aus der 
Absicht hervorgegangen, das, liäufig als „Theorie der Functionen 
coniplexer Variabeier“ bezeichnete, neue Gebiet tler Mathematik, 
welches von Gacsh und Cacchv zuerst betreten, dann von Riemaxn 
in glanzvoller Weise bebaut worden ist, in seinen wesentlichen 
und fiuidanientalen Thcilen vollständig und streng wissenschaft- 
lich darzustellen. 

Es galt, zunächst einen Ausgangspunkt in dem Begriffe der 
coniplexen Zahl zu gewinnen. Eine Umschau in der Literatur 
überzeugte mich bald, dass einerseits viele Mathematiker die 
Frage in ihrer Bedeutung und Wichtigkeit gänzlich verkennen, 
und sie in der oberflächlichsten Weise mit einem Raisonnement 
erledigen zu können glauben, welches an Begriti'sverwirrung ' 
seines Gleichen sucht (s. unten S. 14), und dass andererseits der 
Gesichtskreis der Schriftsteller, welche die Frage ernstlicher an- 
greifen, meistens ein zu beschränkter ist, als dass er zur Beant- 
wortung dieser tief liegenden Frage ansreichte. 

Wie überhaupt die Entwickelung mathematischer Begriffe 
und Vorstellungen historisch zwei entgegengesetzte Phasen zu 
durchlaufen pflegt, so auch die des Imaginären. Zunächst erschien 
dieser Begritfals paradox, streng genommen unzulässig, unmög- 
lich; iudess schlugen die wesentlichen Dienste, welche er der 
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Wissenschaft leistete, ini liaufe der Zeit alle Zweifel an seiner 
Legitimität nieder und es bildete sich die Ueberzeugung seiner 
inneren Wahrheit und Nothwendigkeit in solcher Entschiedenheit 
aus, dass die Schwierigkeiten und Widersprüche, welche man 
anfangs in ihm bemerkte, kaum noch gefühlt wurden. In diesem 
zweiten Stadium befindet sich die Frage des Imaginären heut zu 
Tage; — indessen bedarf es keines Beweises, dass die eigentliche 
Natur von Begriffen und Vorstellungen erst dann hinreichend auf- 
geklärt ist, wenn man unterscheiden kann, was an ihnen noth- 
wendig ist, und was arbiträr, d. h. zu einem gewissen Zwecke in 
sie hineingelegt ist. Nur die Determination von höheren und die 
Vergleichung mit coordinirten Begriffen liefert eine genügende 
Definition. Wollte ich daher den Begriff der gemeinen imaginären 
Zahlen von Grund aus feststellen, so war ich gezwungen, auf 
Untersuchungen über complexe Zahlen im Allgemeinen (VI. Ab- 
schnitt) einzugehen, und neben jenen älteren complexen Zahlen, 
zum factischen Beweise der Möglichkeit von Zahlen, deren Ein- 
heiten nicht allen Gesetzen der „arithmetica universalis“ *) folgen, 
wenigstens einige abweichende Zahlensysteme zu behandeln. Ich 
habe deshalb im VIII. und IX. Abschnitt die Theorie der Quater- 
nionen Sir W. R. Hamilto.v’s , die in England allgemein bekannt 
und gebraucht, in Deutschland aber bisher fast ganz unbekannt 
geblieben sind, dargestellt, und glaubte mich dabei nicht nur auf 
das für den angezogenen Zweck nöthigste beschränken zu müssen, 
sondern mir den Dank vieler Mathematiker zu verdienen , wenn 
ich diese Theorie vollständig entwickelte und zugleich an einigen 
Beispielen ihre Fruchtbarkeit und leichte Anwendbarkeit darlegte. 
Auch einem anderem complexen Systeme, welches an Sachgemäss- 
heit und Brauchbarkeit mit dem IlAMiLTON’scheu wetteifert, und 



*) Ich nehme dies Wort im Folgenden überall in dem durch Newton’s 
gleichnamiges Werk bekauiiteii Sinne, 
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welches ich das alternircnde nenne, glaubte ich im VII. Abschnitt 
einen, wenn aucli kleineren Raum zugestehen zu sollen. 

Eine gründliche Untersuchung des Wesens der arithmetischen 
Operationen und der Zahl in dem gegenseitigen nothwendigen 
Zusammenhänge dieser beiden Begriffe zeigte sich als durchaus 
nothwendig, wenn man den Begriff der complexen Zahlensysteme 
etwas tiefer erfassen wollte. So sind die Abschnitte I bis IV der 
vorliegenden Schrift entstanden. Nachdem im I. Abschnitte die 
Mangelhaftigkeit der vulgären Begründung des Begriffes der 
Zahlen und der vier Species gezeigt und das hodegetischc Prin- 
cip der Permanenz der formalen Gesetze aufgestellt ist, wird im 

II. Abschnitte die Natur von Operationen, welche in ihren forma- 
len Bedingungen denen der arithmetica universalis nachgebildet 
sind, ausführlich untersucht. *) 

Im III. und IV. Abschnitte ist die Natur der ganzen , gebro- 
chenen, rationalen und irrationalen reellen Zahlen und Grössen, 
zum ersten Male, wie mir scheint, von einem höheren und all- 
gemeineren Gesichtspunkte strenge und systematisch dargestellt. 
Bass es dabei nothwendig war, zuweilen in Betrachtungen cinzu- 
gehen, welche „der Metaphysik des Calculs“ angehörig, sich in 
ihrer Form von den meisten rein mathematischen Deductionen 
einigermassen unterscheiden , Uegt auf der Hand. Für diejenigen 
Leser aber, welche an dergleichen Untersuchungen weniger In- 
teresse nehmen, bemerke ich, dass auch ohne die Ijcctüre des 

III. und IV. Abschnittes (und der damit zusammenhängenden 



*) Ich habe in den §§. 4 und 5 nur ungern eine etwas schwerfällige Be- 
zeichnung der Operationen angewandt, und lauge geschwankt, ob ich den 
Schein des Abstrusen, welchen diese für das folgende unentbehrlichen Unter- 
suchungen annehmen könnten, nicht dadurch vermeiden sollte, dass ich statt 
des Zeichens R{a,b) für eine thetische Verknüpfung mich des übersicht- 
licheren (rt -f Ä) bediente, indess hat der Umstand, dass sich au letzteres 
Zeichen gar zu leicht die gewohnten Vorstellungen anknüpfeu, schliesslich 
deu Ausschlag zu Gunsten der im Texte angewandten Bezeichnung gegeben. 
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Entwickelungen auf S. — 28) alles folgende ohne ^Veiteres 
verständlich sein wird. Wie ich dort gezeigt habe, kann der 
Begriff der Zahl rein formal und ohne Rücksicht auf den der 
Grösse gefasst werden; letzterer tritt nur hinzu als anschauliches 
Substrat jener Formen. Ich habe daher auch durchgehends 
„complexc Zahl“ statt des gebräuchlicheren Ausdrucks „com- 
jdexe Grösse“ geschrieben, was ich sogleich an diesem Orte an- 
führc, um die Meinung, als ob es sich in vorliegendem Werke um 
die- ganzen comjdexen Zahlen im Sinne der eigentlichen Zahlen- 
lehre handele, von vornherein zu dementiren. — 

In der geometrischen Darstellung der gemeinen und höheren 
comjdexen Zahlen s(»wie ihrer Ojterationen habe ich mich durch- 
aus der allgemeinen Vorstellungen über den Sinn von Strecken, 
Winkeln, Flächenräumen und Körjjerinhalten bedient, wie sie 
MöRnr.s zuerst consequent angewandt hat. Diese Princij)icn geben 
den Formeln und Sätzen eine von allen siJeciellen Lagen-Verhält- 
nissen durchaus unabhängige und deshalb höchst elegante Gestalt, 
die man, einmal an sie gewöhnt, nur sehr ungern vermisst. Man 
muss es bedauern , dass dieselben noch so wenig allgemeine Ver- 
breitung gefunden haben, wie denn z. B. H.amii.tox’s Schriften 
über die Qiiaternionen (s. unten S. 195) in der älteren Form ge- 
schrieben sind. Dass in dieser manche Untersuchungen völlig 
ungeniessbar werden können; davon dürfte die Darstellung 
HAMii/ro.\’s an nicht wenigen Stellen seiner „Lectures“ (z. B. 
S. 218 u. ff.) ein eindringliches Beispiel sein. Diejenigen Leser, 
welche mit der .MöBiii.s’schen Form der sj)härischen Trigono- 
metrie u. s. w. nicht völlig vertraut sind, verweise ich auf die 
„Elemente der Mathematik“ von R. Baltzer. — 

In dem vorliegenden I. Theile habe ich mich auf die Ent- 
wickelung der Grundeigenschaften der verschiedenen Zahlen- 
systeme beschränkt, d. h. auf die vier Fundamentaloperationen 
der Addition, Subtraction, Multiplication und Division, die zur 
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vollsfiliKligcii Cliaraktcrisimiig des Wesens jener Systeme notli- 
wcndig und hinreichend sind. 

Der II. Theil dieses Werkes wird die 'Iheorie der Functio- 
nen coniple.xer Veränderlicher enthalten und zwar gedenke ich 
auch hier die Grundbegritle streng und eingehend zu begründen, 
soweit dies bei dein heutigen Stande der Wissenschaft möglich 
sein wird. Ich werde mich fast ausschliesslich auf die Functionen 
gemeiner complexer Veränderlicher beschränken und ausser den 
Grundlehren, dem Dirk HLET’schen Principe, dem TAVLOK’schen 
Satze u. s. w., besonders die 'I heorie der Integrale mit complexen 
Integrationswegen, die hypergeometrische Reihe, die elliptischen 
und, soweit es der Kaum gestattet, die AiiEL’scheu Functionen 
behandeln. Doch wird auch die 'riicorie der Functionen von 
Guaternionen gebührende Kerücksichtigung finden. 

Die Darstellung einer fundamentalen I Msciplin , w ie die hier 
behandelte, wird jederzeit nicht sowohl grosse Kenntnisse in den 
höchsten 'Iheilen der Mathematik, als vielmehr eine gewisse 
Empfänglichkeit und Vorurtheilslosigkeit, überhaupt einen den- 
kenden Leser voraussetzen müssen. Solche Leser werden vorlie- 
gende Schrift nicht nach aphoristischer Lecture einzelner Stellen, 
welche aus dem Zusammenhänge gerissen, leicht fremdartig er- 
scheinen oder unverständlich bleiben können, beurtheilen. Gerade 
die Leichtigkeit, mit welcher sich der scheinbar so heterogene Stoff 
den systematischen Ideen fügte, welclie als rother Faden Alles 
durchziehen und der consequente Ztisammeidiang aller einzelnen 
'Pheile, ist mir die sicherste Garantie für die Richtigkeit und 
Angemessenheit meines, von dem gewöhnlichen zuweilen wesent- 
lich abweichenden Gedankenganges gewesen. 

In den Naturwissenschaften zeigt sich ip neuester Zeit das 
entschiedene Streben, aus der Welt des empiriseben Details zu 
den grossen Principien aufzusteigen, welche alles Einzelne be- 
herrschen und unter hölieren Gesichtspunkten zu einem Ganzen 
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vfieiiiigeii: das Streben nacli einer, nicht von aussen octroyirten, 
sondern aus der Sache selbst tliessenden Philosophie der Natur. 
Auch auf dem Gebiete der Mathematik scheint sich ein ver- 
wandtes Bedürfniss, das in England stets rege gewesen ist, in 
unseren Tagen immer allgemeiner geltend zu machen. Der 
Wunsch, dies Bedürfniss zu erwecken und wenigstens in einem 
gewissen Umkreise zu hefriedigen, hat auf mich bei Abfassung 
des vorliegenden Werkes einen wesentlichen Einfluss ausgeübt. 

Universität Leiiizig, 

9. Mai 1867. 



Dr, Hermann Hankel. 
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ERSTER ABSCHNITT. 

Exposition. 

Reine Theorie, auf was für 01)jecte sie sicli aucli beziehen mag, 
hat überall die Aufgabe, deductiv aus gegebenen Relationen neue 
Reziebuugen abzuleiten, die allerdings in dcTi vorausgesetzten ent- 
halten und mit ihnen gleichzeitig gesetzt sind, deren Erkeimtniss 
aber itifolge der Natur des menschlie.bentieistes einen wisseuschatt- 
lidien Fortschritt begründet. Die rein formalen Wissenschaften, 
liOgik und Mathematik, haben solche Relationen zu behandeln, 
welche unabhängig von dem bestimmten Inhalte, der Substanz der 
Objecte sind oder es wenigstens sein können. Der Mathematik 
fallen ins Besondere diejenigen Beziehungen der Objecte zu ein- 
ander zu, die den Begrift’ der Grösse, des Maasses, der Zahl invol- 
viren. Ueberall, w'o diese Begriffe anwendhar sind, kann und wird 
Mathematik ohne ihi’en Cliaraktr*r zu verändera ointreten, da sie 
unabhängig von den verglichenen Objecten und Substanzen selbst, 
rein jene Relationen der Grösse, des Maasses und der Zahl mit ein- 
ander verknüpft. ~ 

§. 1 . 

Die ganzen Zahlen and ihre thetischen Verbindungen. 

Was es heisst, ein Object 1 mal, 2 mal, 3 m:d . . . denken oder 
setzen, kann bei der princij)ielUm Einfachheit des Begriffes der 
Setzung (Position) nicht definirt wei'den. Eine absolute, ganze Zahl 
1 , 2, 3 . . . sagt aus, es solle ein Object 1,2,3... mal gc.setzt wer- 
den, und es bedeutet le, 2«,3e..., das Resultat der wiederholten 
Position von e. Jenes Object, welches willkührlich bleibt, kann Ein- 

li a n k el , couplexe Zahlen. 1 



Digitized by Google 




2 



I. Exposition. 



heit genn mit und an seine Stelle die absolute, numerische Einheit ge- 
setzt werden, die man mit 1 bezeiclmet. Man setzt dann 1.1, 2.1, 
3.1... einfach gleich 1, 2, 3, . . . und drückt so durch die Zahlzeichen 
zwei verschiedene, wenn auch nahe verwandte Begrifi'e aus. In der 
ersten Beziehung sind 1, 2, 3, . . . Cardinalzahlen , indem sie das 
„wie oft“ der Position bezeichnen und eine Eordeiung enthalten, in 
der zweiten sind sie Ordinalzahlen, w elche die Stelle einer gewissen 
\ ielheit in der geordneten Zahlenreihe und das Resultat der Ver- 
knüpfung von Einheiten bezeichnen. Entsprechend diesen beiden 
Bedeutungen gibt es zwei N'^erknüpfungsweisen der Zahlen. 

Addition. Denkt man sich die numerische Einheit a mal, 
dahu b mal gesetzt, und fasst diese Setzungen in eins zusammen, 
so nennt man das Resultat die Summe der einzelnen Setzungen 
(a -t- b). Die Addition zweier Zahlen besteht in demselben Pro- 
cesse, der zu ihrer Erzeugung selbst geführt liat und man sieht, 
dass die Summe uml damit auch das zu ihrer Bezeichnung ange 
wandte Symbol + den beiden Hauptgesetzen : 

+ (^' + c) == (<t -p Ä) + f = rt + i + c 
a -{■ b == b -{• a 

unterliegen, von denen das erste als das der Associativität, 
das zweite als das der Commutativität bezeichnet wii'd. Die 
Addition ist ^ne eindeutige Operation, d. h. das Resultat der Addition 
(a -p h) ist ein bestimmtes; sie hat ferner die Eigenschaft, dass 
wenn ein Summaml seinen Werth ändei t, während der andere cou- 
staiit bleibt, dami sich jedesmal das Resultat der Operation ändert. 
Die hier angegebenen Eigenschaften der Addition sind ausreichend, 
um aus ihnen alle weiteren Folgerungen über Summenbildung abzu- 
leiten, ohne dass man sich jemals dabei der realen Bedeutung der 
Addition erinnern müsste. Sie bilden insofern das System der Be- 
dingungen, welche nöthig mid ausreichend sind, um die Operation 
formal zu dehiiiren. 

Multiplication. Die Multipli ca tion besteht in der Verknüpfung 
einer Ordinalzahl b mit einer Cardinalzahl a und verlangt, dass b 
a mal genommen werden soll. Das Resultat dieser Operation , das 
Product a.b kann auch als diejenige Zahl angesehen werden, welche 
aus b auf dieselbe Weise hervorgeht, wie a aus der numerischen 
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Einlieit. Bilden wir jetzt ein Product durch t maliges V erviel- 
fachen der Ordinalzahl «, so ist es keineswegs selbstverständlich, 
sondern bedarf eines Beweises, dass 

fl. b — h.a 

also das c oni in ntative Gesetz gilt. Dieser Beweis kann durch 
eine iin Grunde geometrische Gonstruction in einer Ebene ebenso 
leicht geiiihrt' werden*, als im Raume der Beweis für das asso- 
c i a t i V e Gesetz : 

a.(f).c) = (« . h ) . c 

wobei tnan darauf achten mag, dass bald von dem oi’dinalen, bald 
von dem cardinalcTi Begrifl’e der Zahl ( iebrauch gemacht wird. 

Die Midtiplicatioii hängt ihrem Begritf nach mit der Addition 
eng zusfimmcm, denn cs ist allgemehi: 

{b c) a = ft a -\- c n, a {b c) = ah acj 
— eine Eigenschaft, welche man die distributive ** nennt. Eügeu 
wir noch hinzu, thiss 1 a = a ist und die Multiplication hinsichtlich 
der Eindeutigkeit ebenso beschaflbn ist wie die Addition, so hat man 
ihre fundamentalen Eigenschaften ei-schöpft, und mit diesen zu- 
gleich ihre fyrmale Deftnition gegeben. 

Potenzirung. Die Potenzii xmg ist eine Operation, welche aus 
der Multiplicatioii ebenso hervorgeht, wie diese aus der Addition. 
Unter versteht man den Factor a, b mal gesetzt. Was die Gesetze 
dieser Operation betiifft, so findet diis commutative Princip nicht 
statt, denn ist von />“ im Allgemeinen vei'schieden; auch_ das 
associative Gesetz nicht, denn es ist 

at* 1 von {a*’Y 

vei-schieden. Es ist aber 

(«)"' = («*)' 

(b c)“ = /!'“ c“ 

rt*+‘^ == rt* a'- 

* Vergl. Lejecne-Dirichi.bt, Vorl. über Zahlentlieorie. 18tJ3. S, 1. 

** Diese Namen sind in England seit 1840 vollkommen, eingebürgert und 
ich habe daher nicht Anstand genommen, sie auch auf deutschen Boden zu 
verpflanzen; „distributiv“ und „commutativ“ sind von Servois eingeführt 
worden (Oeroonnk’s Ann. Bd. V. 1814, S 9.1), „associativ“ wahrscheinlich 
zuerst von Sir W. B. Hamilton. 

1 * 
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und diese Gleichungen repräsentiren das distributive Princip bei 
dieser Operation. 

Die Wiederholung der Potenzirung liefert wieiler eine neue 
Operation. Nimmt man uiimlicb zunächst « , welches auch mit o, 
bezeichnet werden kann, und erhebt es auf die o,te Potenz, so er- 
liält man welches etwa als bezeichnet wei-den möge. Erhebt 
man dann a auf die a^te Potenz und nennt das Uesulkit «.j, so dass 

«3 == a “> = «('’“) 



so erhält man allgemein als eine neue Operation, deren weitere 
Untersuchung sich indess bis jetzt in der Wissenschaft nicht als 
nothwendig erwiesen hat. 

§• 2 . 

Die lyti.sclieii Operationen , Erweiterung des Begriffes 
der Zahlen. 

' Die voi-stehenden Operationen nenne ich the tische im Gegen- 
sätze zu den lytischen, welche durch Umkehrung aus ihnen ber- 
vorgehen. 

Subtraction. Negative Zahlen. In einer Gleichung a + ä ^ c 
war bisher die Summe o aus den beiden als bekannt vorausgesetzten 
(Jliedenirt, A abgeleitet. Mau kann jetzt fragen, welchen Werth 
muss X haben, damit ar + A = c. Nach den oben bemerkten 
Eigenschaften der Summe gibt es nur Einen Werth von .r, fiir wel- 
chen X + l> = c, und den man mit x = b — c bezeichnet. 

Die Operation, welche x aus a: -|- A = c finden lelirt, heisst 
Subtraction, und ist keine andere, wenn man h x = c als die 
aufzulösende Gleichung ansieht. 

Man hat hienach die Identität oder die zur Definition des 
Zeichen — dienende Gleichung 

(c — A) A = c 

und kann alle •bekannten Rechnungsregeln, welche sich auf die 
additive und subtractive Verbindung von Zahlen beziehen, mit 
Hülfe dieser Gleichung und der angegebenen Eigenschaften der 
Addition ableiten. 
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Es liegt auf der Hand, dass es, wenn h c ist, keine 
Zahl X in der Reihe 1, 2, 3, . . . gibt, welche die betreffende Aufgabe 
löst: die Subtraction ist dann unmöglich. Nichts hindert uns 
jedoch, dass wir in diesem Falle die Differenz (c — b) als ein 
Zeichen ansehen, welches die Aufgabe löst und mit welchem genau 
so zu operiren ist, als wenn es eine numerische Zahl aus der Reihe 
1 , 2, 3 . . . wäre. 

Die der Variabilität von b und c wegen scheinbar do])pelte 
Reihe von Zahlen, welche so entsteht, kann leicht auf eine einfache 
zurückgeführt werden: denkt man sich eine Zahl 0, welche die 
Eigenscliaft hat, dass a + 0 = « sei, was auch a bedeute, so hat 
man a — a = 0, und schreibt man nun statt 0 — a einfach — a, 
so kann c — b = — a gesetzt werden. 

Indem wir so neue negative Zahlen einführen, welche sich 
durch die Voi-setzung des — , von den bisher allein betrachteten, 
durch Position eines Objectes entstandenen, positiven Zahlen 
untei-scheiden, müssen wir offenbar den Begriff der Zahl, wie er 
oben gefasst wurde, erweitern. Es kann dies etwa geschehen, 
indem wir eine Zahl definiren als das Zeichen der Forderung 
einer Operation, welche an einem ii'gend welchen Objecte vor- 
zunehmen ist und zugleich als das aus der Erfüllung jener 
Forderung Resultirende, wenn jenes Object durch die nume- 
rische Einlieit ei-setzt wird. So bedeutet 3 oder 4- 3 die 3 malige 
Position eines Objectes, 0 die absolute Aufliebung der Position, die 
mau etwa sich so hergestellt denken kann, dass man ein Object zu- 
nächst 1 mal setzt und daun diese Setzung wieder aufhebt, so dass 
0 kein Object dieser Art bezeichnet. Man sieht aber nicht, wie 
unter — 3 eine reale Substanz verstanden werden kann, weim das 
urspiünglich gesetzte Object eine solche ist, und würde im Rechte 
sein, wenn man — 3 als eine nicht reelle, imaginäre Zahl als eine 
„falsche“ bezeichnete. „Positive und negative Zahlen können nur 
da eine Anwendung linden, wo das Gezählte ein Entgegengesetztes 
hat, was mit ihm vereinigt gedacht der Vcniichtung gleich zu stellen 
ist. Genau besehen, findet diese Voraussetzung nur da Statt, wo 
nicht Substanzen (für sich denkbare Gegenstände) sondern 
Relationen zwischen je zweien Gegenständen das Ge- 
zählte sind. Postuliii wkd dabei, dass diese Gegenstände auf. eine 
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bestimmte Art in eine Reihe geordnet sind, z. B. li, C, J> . . 
und dass die Relation des A zu B als dei- Relation des B zu (' u. s. w. 
gleich betrachtet werden kann. Hier gehört nun zu dem BegrifT 
der Entgegensetzung nichts weiter als der U in tausch der Glieder 
der Relation, so dass wenn die Relation (oder der Uebergang von 
A zu B) als + 1 gilt, die Relation von B zu A als — 1 dargestellt 
werden muss. Insofern also eine solche Reihe auf beiden Seiten 
unbegrenzt ist, repräsentirt jede reelle ganze Zahl die Relation eines 
beliebig als Anfang gewählten Gliedes zu einem bestimmten Glicde 
der Reihe.“* So sieht man, dass die Ojieration, als deren Ausdnick 
wir vorldn eine Zahl ansahen, darin besteht, zwei Objecte (Sub- 
stanzen) unter einander in Beziehung zu setzen und obige Erklärung 
der Zahl wird daher jetzt so gefasst werden können: 

Die Zahl ist der begriffliche Ausdruck der gegen- 
seitigen Beziehung zweier Objecte, soweit dieselbe 
quantitativen Messungen zugä ng 1 ich ist. 

Die eigentlich quantitativen Resultate solcher Messungen finden 
ihre Darstellung überall in den absoluten ganzen Zahlen; 
weim aber eine Zahl so beschaffen ist, dass sie mehrere solche 
absolute Zahlen als Elemente enthält, so heisst sie eine zu- 
sammengesetzte oder complexe Zahl, die durch ihre Zu- 
sammensetzung zugleich angibt, in welcher Weise diese quantita- 
tiven Verhältnisse an den Objecten und ihrer Relation zur Erschei- 
nimg kommen. 

Will man die häufig gestellte Frage beantworten, ob eine 
gewisse Zahl möglich oder unmöglich sei, so muss man sich zunächst 
über den eigentlichen Sinn dieser Frage klar werden. Ein Ding, 
eine Substanz, die selbstständig ausserhalb des denkenden Subjectes 
und der sie veranlassenden Objecte existirte, ein selbstständiges 
Princip, wie etwa bei den Pythagoreern, ist die Zahl heute nicht 
mehr. Die Frage von der Existenz kann daher niu- auf das denkende 
Subject oder die gedachten Objecte, deren Beziehungen die Zahlen 
darstellen, bezogen werden. Als unmöglich gilt dem Mathematiker 
streng genommen nur das, was logisch unmöglich ist, d. h. sich 
selbst widerspricht. Dass in diesem Sinne unmögliche. Zahlen nicht 

• 

* Gauss, Werke, Bd. II, S. 176 iii dem Aufsatze von 1831. 
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zugelassen werden können , bedarf keines Beweises. Sind aber die 
betreffenden Zahlen logisch möglich, ihr Begriff klar und bestimmt 
definirt und also ohne Widerspruch, so kann jene Frage nur darauf 
hinaus kommen , ob es im Gebiete des Realen oder des in der An- 
schauung Wirklichen, des Actuellen ein Substrat derselben, t)^) es 
Objecte gebe, an welchen die Zahlen, also die intellectuellen Be- 
ziehungen der bestimmten ArtzurErscheinung kommen. In diesem 
Sinne konnte man, wenn hier ein im Folgenden weiter zu erläutern- 
des Beispiel anticipirt wird, die aus j/-^l zusammengesetzten 
Zahlen solange unmögliche nennen , als man keinerlei anschauliche 
Darstellung derselben kannte, und gibt es noch heute Zahlen dieser 
Art. Nachdem aber die Zahlen « -|- ä |/ _ i eine geometrische 
Darstellung gefunden haben, und ihre Operationen geometrisch ge- 
deutet worden sind, kann man in keiner Weise dieselben als 
unmögliche bezeichnen; sie sind ganz von derselben Realität 
als die positiven und negativen Zahlen , wenn auch letztere zahl- 
reichere Substrate in der Anschauung finden, und in vielen Fälhm 
- im Wh-klichen dargestellt oder möglich gemacht werden können, 
wo die in der Zalü a b y — \ ausgesprochene Beziehung nicht 
realisirt werden kami. 

Em aller Unklarheit der Begiiffe, die so leicht aus der Unbe- 
stimmtheit der Benennung hervorgeht, zu entgehen, wird man gut 
thun, solche Zahlen , deren Begriff ein vollkommen bestimmter ist, 
die aber einer irgend welchen Construction in der Anschauung nicht 
fähig sind, transscendente , rein mentale, rein intellectuelle oder 
rein formale zu nennen imGegensatz zu den actuellen* Zahlen, 
welche in der Lehre von den wirklichen Grössen und ihrer Ver- 
knüpfung ihre Repräsentation finden. Solche Zahlen, welche zwi- 
schen beiden in der Mitte stehen , von denen man eine vollständige 
Definition geben, aber im Allgememen und von vornherein niclit 
wissen kann, ob sie einer anschaulichen Dai'stellung unterzogen 
werden können, mag man potentielle nennen, insofern sie zu actu- 
ellen gemacht werden können, oder intellectuelle, mentale, insofern 
sie zunächst nur gedacht aber nicht angeschaut werden sollen, oder 

*) Die zur Bezeichnung dieser beiden Klassen geeignetsten Namen des 
Idealen und Realen haben leider schon eine bestimmte engere Bedeutung. 
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formale schleclithin, insofern in ihnen nur eine gewisse formale 
Beziehung zum Ausdrucke kommt. Dass dieser Gegensatz zwischen 
den transscentlenten mid aCtuellcn Zahlen in seiner Vermittelung 
durch die formalen Zaldcn, kein starrei’, sondern ein fliessender ist, 
wird sich im Folgenden klar genug heraussttdlen. 

Division und gebrochene Zahlen. Die Lysis der multiplica- 
tiven Thesis, die Division schliesst die Reihe der arithmetischen 
Fundamentaloi)erationcn, der 4 Species, zu der wir die Addition, 
Subtraction, Multi])licatiou, Division zählen, ab. Die Anwendung 
dieser 4 Species auf irgend welche Zahlen nennt man „rechnen.“ 
Die Division besteht in der Aufgabe, aus einer Gleichung 
x,a = b 

das a; zu bestimmen, wenn a,h ganze Zahlen sind. Es leuchtet 
ein, dass es nicht immer möglich ist, das x, sowie es bis jetzt zu- 
lässig ist, als ganze Zahl zu bestimmen. Soll also die Division 
unter jeder Bedingung möglich gemacht werden, so müssen wir 
unser Zahlengebiet erweitern und in dasselbe neue Zahlen auf- 
nehmen, welche durch: 

b 

X = — 
a 

bezeichnet werden , so dass 




n 



ihre Definition enthält. Letztere Verknüpfung aber, durch welche 
diese Zeichen einer zunächst unausführbaren Operation definirt 
werden, die Multiplication, verliert ganz ihre früher festgesetzte 
Bedeutung der wiederholten Setzung einer gewissen Reilie von Ein- 
heiten, wenn .r keine ganze Zahl ist. Was also ist die Bedeutung 
der letzten Gleichung ? 

Diesen gebrochenen Zahlen, welche zunächst als reine 
Zeichen auftreten, kann in vielen Fällen eine actuelle Bedeutung 
beigelegt werden. Denkt man sich nämlich die Einheit + 1 sils in 

a Theile zerlegbar, deren einer i ist, so kann der reale Begrifl' 

der Multiplicatiou, wie er früher für ganze Zahlen, d. h. für wirk- 
liche gesetzte Objecte gegeben war, auf diese neuen Objecte auch 
angewandt werden und man kann unter 
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den Ämal gesetzten Theil verstehen. Dadurch ist (he Bedeutung 

von -- noch niclit bestimmt, und wird es erst, weiiu wir miter einer 
n 

solchen Multiplication von in i die Operation verstehen, durch 

welche b in « Theile zerlegt wird; daun wird in der Anschauung 
der Beweis geliefert werden können, dass 




und daher das commutative Princip gilt. Dabei ist aber zu be- 
merken, dass eine neue Definition der Multiplicatiou in letzterem 
Falle ausdrücklich gegeben werden musste und so gewälilt wm’de, 
dass dieselben Gesetze, wie zuvor für ganze Zahlen, auch bei 
der Multiplication von Brüchen gelten. Die gebrochenen Zahlen, 
weil ihnen an solcheu Substanzen oder Eelationeu, welche einer 
wirklichen Theilung fähig sind, eben diese Theile entsprechen, sind 
von Alters her als reale bezeichnet worden, obgleich cs unzählig 
viele Dinge (Individuen) gibt , welche eine Theilung ihrem BegriÖ’e 
nach gar nicht zulassen. 

Eben dieser Umstand, der in ganz gleicher Weise den Begriff 
des Negativen gefährdet, insofern jener umkehrbare Gegensatz nicht 
in allen physischen Grössengebieten vorhanden ist, weist zur Genüge 
daraufhin, dass der Gesichtspunkt, aus dem wir bisher die nega- 
tiven uud gebrochenen Zahlen betrachtet haben, nicht der einer 
reinen Theorie ist, welche von dem Inhalte der zu verknüpfenden 
Objecte unabhängig ist. Jene eines wirklichen Gegensatzes fähigen 
Relationen, diese wirklichen Theile eines theilbaren Objectes sind 
nur gewissen Verbältnisseu entsprechende concrete Bilder, deren 
Existenz auf zufäUigen, aus der sjjcciffschen Natur des bestimmten 
Concreten hervorgehenden Bedingungen beruht. Jene allgemeinen 
formalen Verhältnisse, deren Möglichkeit von der Beschränktheit 
unserer empirischen Anschauungen unabhängig ist, und die man, 
insofern sie die Bedingung der Möglichkeit realer Verhältnisse ehi 
schliessen, transscendentale oder potentielle nenneu kann, werden 
auch nicht an realen Objecten, sondern au intellectuellen oder ai\ 
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Relationen solcher betrachtet weiden müssen, wenn wir uns von der 
Zufälligkeit des Wirklichen befreien wollen. Die Bedingung zur 
Aufstellung einer allgemeinen Arithmetik ist daher eine von aller 
Anschauung losgelöste, rein intellectuelle Mathemntik, eine reine 
Formenlehre, in welcher nicht Quanta oder ihre Bilder, die Zahlen 
verknüpft werden, sondern intellectuelle Objecte, Gedankendinge, 
denen actuelle Objecte oder Relationen solcher entsprechen k ö n - 
nen, aber nicht müssen. 



§. 3 . 

Princip der Permanenz formaler (iesetze. 

F,s seien n, b, c ... irgend welche in der Anschauung vorhan- 
dene oder mentale Objecte oder Relationen von Objecten, so kann 
man sich etwa a und b auf irgend eine Weise rein begrifflich und 
formal miteinander verknüpft denken und als Resultat der Ver- 
knüpfung ein neues Object oder eine neue Relation c ansehen, wch'he, 
weil sie in allen weiteren Schlüssen an Stelle der beiden Glieder 
a, />, insofern sic verknüpft sind, treten kann, gleich der Ver- 
knüpfung genamit werden soll. Geschieht jene Verknüpfung auf 
gesetzmässige Weise, und unterliegt sie gewissen Regeln, so über- 
sieht man von vornherein, dass zwischen den Resultaten verschie- 
dener Verknüpfungen neue Beziehungen stattfinden können, welche 
die Folgen der urspriinglich gesetzten sind, und aus letzteren durch 
logische Schlüsse abgeleitet wcu’den können, die von der Natur der 
verknüpften Objecte gänzlich unabhängig sind. Wie wir die Regeln 
der rein formalen Verknüpfungen, d. h. der mit den mentalen 
Objecten vorzunehmenden Operationen definiren, steht in unserer 
Willkühr, nur muss eine Ik'dingung als wesentlich festgehalten 
werden; nämlich dass irgend welche logische Widei’sprüche in den- 
selben nicht implicirt sein dürfen. Um überzeugt sein zu können, 
dass bei keiner irgend welchen Zusammensetzung der Verknüi)fungen 
ein solcher Widerspruch auftreten kann, werden wir die Regeln 
selbst so unabhängig von einander halten müssen, dass keine in die 
andere übergreift: wir werden uns auf die absolut zureichenden be- 
schränken müssen. 

Es ist klar’, dass ein System von solchen mentalen Operationen 
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aufgestellt werden kann, in welchem die Objecte und die Opera- 
tionen, welchen sie unterworfen sind, ausreichend und nicht mehr 
als ausreichend detinirt sind, welches aber, da es ohne Rücksicht 
auf irgend subordinirte actüelle Beziehungen aufgestellt ist, ohne 
jede Interprehition seiner Resultate, und ohne Anwendung, ein 
leeres bleibt. Um daher nicht ins Abstruse zu verfallen, werden 
wir die Operationen mit mentalen Objecten solchen formalen Regeln 
untei-werfen , dass sie die actuellen Operationen an anschaulichen 
Objecten und den deren Verhältnisse ausdriiekenden Zahlen als 
untergeordnete in sich enthalten können. Die gemeine Arithmetik, 
die wesentlich mit einfachen gleichartigen Grössen operiii, und sich 
als arithmetica nunierosa der coucreten Zahlzeichen oder auch als 
arithmetica universalis oder speciosa concret allgemeiner Zeichen 
(species nach Vieta) z. B. der Buchstaben bedient, hat ulis vor- 
stehends ein System von Regeln kennen gelehrt, welche in der 
That den verlangten Charakter der vollkcunmcnen Independenz 
unter einander haben. Diese werden wir zum Leitfaden nehmen 
und Operationen foriiuil so hestiinnien, dass die Resultate in die iler 
gewöhnlichen Arithmetik übergehen, wenn an Stelle der mentalen 
Obje(;te, an denen opeiiid wird, .solche in der Anschauung existi- 
rende ( tbjecte getreten sind , deren gegenseitige Relationen durch 
gemeine Zahlen ausgedriiekt werden. 

Der hierin enthaltene hodegetische Grundsatz kann als das 
Princip der Permanenz der formalen Gesetze bezeich- 
net werden und besteht dann: Wenn zwei in allgemeinen Zeichen 
der arithmetica universalis ausgediückte Formen einander gleich 
sind , so sollen sie einander auch gleich bleiben , wenn die Zeichen 
authören, einfache Grössen zu bezeichnen, und daher auch die 
Ojierationen einen irgend welchen anderen Inhalt bekommen. 

Dies Princip wird im Folgenden unsere Schritte leiten; es darf 
aber in seiner Allgemeiidieit nicht ohne Weiteres und überall ver- 
wandt werden; wir werden es überall nur zur Definition der noth 
wendigen und hinreiehenden Regeln, soweit diese von einander un- 
abhängig sind, anwenden dürfen. Jedoch werden wir uns durch 
dasselbe nicht allzusehr beschränken lassen, namentlich die Conimu 
tativität unserer Operationen nicht unbedingt voraussetzen, da es 
sich als wissenschaftliche Nothweudigkeit gezeigt hat, Operationen 
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zu betrachtoii, welche allen Regeln der arithmetischen Multiplication 
nur mit Ausnahme jener entspreclien. 

Die rein formale Mathematik, deren Principien wir hier dargeleftt haben, 
bestellt nach eben diesen nicht in einer \'crallgemeinerung der gewöhnlichen 
Arithmetik ; sie ist eine durchaus neue Wissenschaft, deren Regeln durch letz- 
tere nicht bewiesen, sondern nur exemplificirt werden, indem die for- 
malen üpcratioiien, auf actuelle Zahlen angewandt, dieselben Resultate geben, 
als die anschaulichen Operationen der gemeinen Arithmetik, In letzterer be- 
stimmen die Definitionen der Ojierationen ihre Regeln, in ersterer die Regeln 
den Sinn der Operationen, oder anders zu reden, sie geben die Anweisung zu 
ihrer Interpretation und ihrem Gebrauch. 

Es hat die Formenlehre nicht allein den engen Zweck, die gewöhnliche 
aritlimetiea universalis mit ihren ganzen, gebrochenen, irrationalen, negativen 
und imaginären Grössen zu erläutern und streng zu deduciren, sondern sie er- 
weist sich mit ihrem Principe der Permanenz zugleich als eminent fruchtbar 
für den ganzen Organismus der Mathematik. 

Es ist schwierig schon an dieser Stelle die ganze Wichtigkeit jenes Prin- 
cipes nachzuweisen ; doch mag wenigstens einiges hier angedeutet werden: 

Die reine Theorie der complexcu Zahlen beruht auf diesem Princip, das 
uns zur Statuirung der au sich willkührlichen Verknüpfungs- Gesetze solcher 
einen Leitfaden liefert. Der Unterschied der complexen Zahlensysteme be- 
ruht auf iiarticulären , neben den allgemeinen Gesetzen zulässigen Restim- 
mungen , in denen eben der Charakter des Zahlensystemes ausgesprochen ist. 
Doch können wir auf weitere allgemeine Erörterung dieses Punktes hier um 
so leichter verzichten, als das ganze vorliegende Werk seiner Entwlckeliuig 
gewidmet ist. 

Aber noch mehr: Man kann auch auf räumliche Objecte (Punkte. Strecken. 
Flächen- und Körperräume) Oj)cratiuuen anwenden, welche denen der ge- 
meinen Arithmetik entsprechen, und die sich in überraschender Weise den 
natürlichen Gesetzen räumlicher Transformationen und Bewegungen an- 
schliessen. 

Auch die Mechanik ist der reinen Formenlehre untergeordnet, insofern 
ihre Objecte (Kräfte, Kräftepaare. Momente) nicht allein ihren Operationen 
unterzogen werden können , sondern auch in diesen der natürliche , nothweu- 
(lige Ausdruck mechanischer Beziehungen (Zusammensetzung von Kräften. 
Kräftepaaren, in der Ebene und dem Raume) gefunden wird. 

So erweisen sich denn, wie der Verlauf unserer Entwickelungen im Ein- 
zelnen darthun wird, die formalen Gesetze, wie sie die arithmetischen Opera- 
tionen zeigen, als von weitreichender Bedeutung; das Princip der Permanenz 
nicht als ein specielles oder nur hodegetisches, sondern als ein metaphysisches, 
das mit unserer ganzen Anschauung auf das engste verknüpft ist; die formale 
Mathematik aber, zu der wir von jenen Elementaroperationen durch dieses 
Princip aufsteigen , als eine fundamentale Bisciplin , welcher ebensowohl die 
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Lelire von der Verknüpfung der Grossen in abstracto, als derer in der räum- 
lichen Anschauung, als der hiechanischen Grössen subordinirt ist. 

Wir haben bisher nur von dem Beharren der arithmetischen Formeln 
gesprochen. Doch müssen wir hier schon aufmerksam machen auf den allge- 
meinen Werth, den das Princip der Permanenz formaler Gesetze als ein metho- 
dologisches für die ganze Mathematik hat ; Ist ein complexes Zahlensystem, z. B. 
das gemeine gegeben, dessen Zahlen a = A -1- JH sind, so kann man innerhalb 
desselben gewisse Operationen vonichmen, z. B. an, aaa, aaaa,. . . die man 
mit <**, a’, a'. . . bezeichnet, wo daun, so lange M, N ganze positive Zahlen 
sind , die Gleichung 

a"«'' = a"+ 

stattlindet. Dies Gesetz, rein formal betrachtet, hat man nun auf alle mög- 
lichen reellen Werthe von M und A' auszudehnen versucht, und gelangte so 

zu der Bedeutung von a ■ a ** . . . , «i , . . . Der Fortschritt der Wissen- 

schaft verlangte dann aber eine F.rweiterung des Begrifl'es der Potenzirung 
auf complexe Exponehten ; eine Aufgabe , die seit der Mitte des vorigen .Jahr- 
hunderts unendlich oft angegriffen und mit mehr mler minderer Klarheit be- 
handelt wurde, deren endliche, vollkommene Lösung aber erst Abel gab, in- 
dem er obiges formales Gesetz als Functionalgleichiing zur Definition der 
Potenz mit complexen Eximnenten erhob. 

In ähnlicher Weise ist man neuerdings von der entsprechenden Gleichung 
aus zur Aufstellung des Begriffes negativer, gebrochener Differentiationen 
gelangt; andere Operationen , welche zunächst auch nur für ganzzahlige Ver- 
änderliche Bedeutung zu haben schienen, z. B. die numerischen Facultäten, 
sind von anderen Gleichungen aus erweitert worden. Immer ist die Permanenz 
formaler Gesetze der leitende Grundsatz; die Ertindung ist überall nur inso- 
fern selbstständig, als sie diejenigen Gesetze auszuwälilen hat, die man für 
permanent erklärt. 

Solche formale Gesetze, die von den gemeinen arithmetischen immerhin 
ganz verschieden sein mögen, können nun einer besonderen propädeutischen 
Untersuchung unterworfen werden, die gänzlich von der actuellen Bedeutung 
der Ojrerationen ahstrahirt, und es wird sich dies besonders dann als zweck- 
mässig erweisen, wenn dieselben Gesetze mit verschiedenem Inhalte mehrmals 
in verschiedenen Disciplinen wi(!derkchrcn. Diese formale Mathematik würde 
dann mit der unter dem Namen des „calculus of oj)crations‘- oder ..Symbols“ 
besonders von den Engländern in letzter Zeit mit si)ccieller Vorliebe ge- 
pflegten Disciplin zusammenfallcn. Hierauf und auf den Nutzen, welchen 
dieser Calcul der Theorie der Functionen leistet, näher einzugehen, liegt nicht 
in dem Zwecke des vorliegenden Werkes. 

Hlatorischea. Dass an Stelle des absoluten Grössenbegriffes, mit dem 
die Arithmetik aussehliesslich operirt, ein allgemeinerer treten müsse, ist 
schon so lange als Nothwendigkeit anerkannt und mit grösserer oder geringerer 
Entschiedenheit ausgesprochen worden, als sich die imaginären Grössen in 
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der Algebra und Analysis eine gesicherte Stelle errungen haben. Aber auf 
welch’ wunderliche Weise man das Bedürfniss befriedigen zu können glaubte, 
mag unter zahllosen Beispielen, die sieb hier beibringen liessen, nur an der 
von Caxichy (Analyse algebrique, 1821, 'S. 173 ft’.) aufgestellten und sehr allge- 
mein verbreiteten Theorie des Imaginären dargethan werden: 

,.Kn analyse, on appelle ex p ress io n symbolique ou Symbole tonte 
combinaison de eignes algebriipies qui ne signifie rien par elle-inAme, ou ä 
laquelle on attribue une valeiir dift'erente de celle qu’elle doit naturellement 
avoir. On nomme de meine equations symboliques töutes celles qui, prises 
ä la lettre et intcriirdtees d’apres les conventions generalement dtablies. sont in- 
exactes ou n’ont pas de sons, niais desquelles on peut deduire des resultats 
exacts, eu modifiant et alterant selon des rf>gles fixes ou ces equations elles- 
memes , ou les syraboles qu’elles renferment .... Parmi les expressions ou 
equations symboliques dont la consideration est de quelque importance en ana- 
lyse, on doit sur tont distinguer celles que l’on a nommees iniaginaires.“ 

Sollte man eine Kritik dieses Kaisonnements geben, man wüsste Inder 
That nicht, wo anfangen. Da soll etwas „was nichts bezeichnet“, oder „was 
etwas anderes bezeichnet, als es naturgemäss bezeichnen sollte“, etwas „Un- 
sinniges“ wier „Ungenaues“, niit anderem derselben Art gepaart. Reelles er- 
zeugen. Da sollen „algebraische Zeichen“ — sind dies Zeichen für Grössen 
oder wofür? denn etwas muss doch ein Zeichen bezeichnen — mit einander 
combinirt werden auf eine Weise, die „nichts bezeichnet.“ Ich glaube nicht zu 
viel zu sagen, wenn ich dies ein unerhörtes Spiel mit Worten nenne, das der 
Mathematik, die auf die Klarheit und Evidenz ihrer Begriffe stolz ist und stolz 
sein soll, schlecht anstebt. Wenn nun auch, vermöge der eigenthümlichen 
Katur der mathematischen Methode, die in ihrer Entwickelung selbst das 
Correctiv für die in den allgemeinen Begrift'en begangenen Fehler und Unklar- 
heiten trägt, die weitere Exjxisition Cauciiy’s in ihren Resultaten richtig ist, 
so muss doch jenes Gaukelspiel, welches durch die Phrase „symbolisch“ nur 
nothdürftig verdeckt wird, fort und fort störend eingreifen. wie er denn (S. 17.5) 
wiederum ausdrttcklich erklärt : „L’equation 

cos(a + h) + y — 1 sin («-F J)=(cos a + y — 1 sin o) (cosi + ^ — 1 sin i) 
elle-meme, prise ä la lettre, se trouve inexacte et n’a pas de sens“ u. s. w. 

Die Begründung der Rcchnungsoperationen wird von ihm folgendermassen 
gegeben : „Supposons que l’on multiplie l’une par l’autre les deiix expressions 
(cos « -f / — 1 sin fl), (cos 4 -p j/ — 1 sin b) , en operant d’apres les regles 
connues de la multiplicatiou algebrique , comme si |'' — 1 ctait une quantite 
reelle dont le carre füt egal ä — 1.“ (S. 174) „Les expressions imaginaires 
peuveut etre soumises, aussi bien que les quantites reelles aux diverses operations 
de l’algebre" (S. 177) u. s. w. Ob dies aber willkührlich, oder nothwendig, 
und ob es erlaubt ist, darüber erfährt man nichts. Eben so oberflächlich als 
hier das Imaginäre behandelt Cauchy das Negative in der ersten Note der 
Analyse algebrique. 



Digitized by Google 




§. 3 Historisches. 



15 



Man begreift, dass es hier, wo nicht eine Geschichte der Metaphysik der 
mathematischen Grundbegriife geschrieben werden soll, nicht möglich ist, auf 
die zahllosen Darstellungen einzugehen, welche sich von den Begriffen der 
Zahl, des Negativen, Imaginären und ihrer Rechnungsoperationen in den Lehr- 
büchern finden. Fast jeder einigermassen selbstständige Autor hat diese 
Schwierigkeiten, welche eine gründliche Darstellung jener Begrifle in den Ele- 
menten hat, gefühlt und sie auf unendlich mannigfaltige Weise zu überwinden 
gesucht. 

Nachdem ich den Weg, den ich in diesem Werke eingeschlagen habe, als 
den einzigen wissenschaftlich genügenden erkannt hatte, habe ich es mir an- 
gelegen sein lassen, zu ermitteln, wie weit derselbe schon von anderen ange- 
zeigt worden sei. Meine Ausbeute ist nicht gross gewesen: 

ln England, wo man Untersuchungen über die Gruudprineipien der Mathe- 
matik stets mit Vorliebe gepflegt hat, und wo selbst die bedeutendsten Mathe- 
matiker es nicht verschmäht haben, in gelehrten Abhandlungen sich mit ihnen 
zu beschäftigen, ist als derjenige, welcher die Nothwendigkeit einer formaleu 
Mathematik zuerst mit Entschiedenheit erkannt hat, der von seinen Lands- 
leuten sehr geschätzte Cambridger Gelehrte George Peacock zu nennen, ln 
seinem interessanten Report on Certain Brauches of Analysis (in dem 111. Re- 
port of the British Assoc. f. the Advanc. of Science, London 1834, S. 185), ist 
das Princip der Permanenz freilich einerseits zu eng, andererseits ohne die 
nöthige Begründung aufgestellt. Die Werke, in denen er dasselbe weiter aus- 
geführt hat, die Arithmetical Algebra (Cambridge' 1842) und die Syniboliral 
Algebra (ebenda 1845) kenne ich ebensowenig wie die einscldagcnden Abhand- 
lungen von 'Auqubtds de Morgan „On the Foundation of Algebra“ (Cam- 
bridge Phil. Transact. T. VII, pt. II, 1841 und 111, 1842; Vlll, pt. II, 1844 und 
III, 1847). Ueberhaupt ist mir von der zahlreichen Literatur, welche eine von 
Peacock ausgehende Cambridger Schule über die von ihnen sogenannte „sym- 
bolische Algebra“ hervorgebracht hat, nur noch eine kurze Abhandlung von 
D. F. Gregory „On the Real Nature of Symbolical Algebra“ (Trans. Roy. Soc. 
Edinburgh. Vol. XIV, 1840, S. 208) zugänglich gewesen. 

In Deutschland hat eine rein formale Darstellung der arithmetischen 
Operationen M. Ohm in der ersten Auflage seines „Versuchs eines vollkommen 
consequenteu Systems der Mathematik“ 1822 gegeben, die er dann in der 
zweiten Auflage von 1828, ohne seine Meinung darüber zu ändern, „dass nur 
dieser Weg logisch strenge und also allein der vollkommene Ueberzeugung ge- 
währende ist“, zu Gunsten einer grösseren Popularität, so umgestaltet hat, 
dass er von dem gewöhnlichen Zahlenbegriff ausgeht und denselben überall 
vermischt mit dem der formalen Operationen anwendet. Dadurch aber hat. 
ganz abgesehen von der bekannten Pedanterie und AVeitläufigkeit in den 
Schriften Ohm’s, die ganze Darstellung eine höchst unerquickliche Zwitter- 
gestalt angenommen. 

ln ähnlicher nur noch minder strenger Darstellung taucht der Gedanke 
Ohm's in deutschen Lehrbüchern hie und da auf, aber ohne dass er meines 
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Wissens irgendwo so consequent durchgeführt ist, als dies hei den Engländern 
muthinasslich geschehen ist. Man hat sich eben nie entschliessen können , die 
Formenlehre ohne den Zahlbegriff zu Imhandeln, sondern überall ihre Sätze 
aus der gemeinen Arithmetik bewiesen. Bei einer streng wissenschaftlichen 
Behandlung geht aber dies nicht an, vergl. §. lH und 11. 

Der Gedanke, eine reine Formenlehre der Grössenlchre vorangehen zu 
lassen und letztere aus dem Gesichtspunkte der ersten zu betrachten, so 
wichtig er auch für die Begründung und die structive Gliederung des Gebäudes 
der Mathematik sein mochte, war so lange für den weiteren Aufbau derselben 
ohne wesentlichen Werth, als man sich nur darauf beschränkte , ihn aus- 
schliesslich zum Beweise von Sätzen zu verwenden, die nicht allein schon 
längst bekannt, sondern auch sattsam, wenn auch so zu sagen nur empirisch, 
begründet wäre# Erst H. Gbassmann hat diesen Gedanken mit wahrhaft 
philosophischem Geiste ergriffen und von einem umfassenden OesichtspuEikte 
aus betrachtet. In seiner „Linealen Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der 
Mathematik“ 1H44 hat er auf ihn eine Wissenschaft gegründet, welche sich 
ganz allgemein mit abstracten, extensiven, stetigen Grossen, als deren coucrete 
Bilder die räumlichen Figuren (Strecken, Flächen, Körperräume) erscheinen, 
und mit deren Verknüpfung, beschäftigt. Die rein formalen Verknüpfungs- 
gesetzc, die man nach dem hergebrachten Ausdrucke arithmetische Opera- 
tionen nennt, finden hier ihr reales, aber abstractes Substrat, und, wenn man 
sie geometrisch veranschaulicht, ihre concrete reale Bedeutung. Die schönen 
in diesem Werke niedergelegten Ideen haben eine weitere Ausbildung und 
Verwendung erhalten in Ghass.mann’s Leipziger Preisschrift „Geometrische 
Analyse, geknüpft an die von Leibniz erfundene geometrische Charakteristik“ 
1847 und in seiner „Ausdehnungslehre“ von 18(J2. In letzterem Werke ist 
die Darstellung eine andere geworden, indem er hier die räumlichen Gebilde 
durch complexe Zahlen darstellt, deren Einheiten die den geometrischen 
Operationen entsi)rechenden Verknüpfungsgesetze zeigen. Mochte die Dar- 
stellung in dem ersten Werke durch ihr allerdings durchaus sachgemässes 
phiIoso|)hisches Gewand und die ungewohnte F'orm der Operation mit Grössen, 
welche den Chai'akter der einfachen in der Arithmetik gebräuchlichen Grössen 
nicht haben, eiuigermasscn abschrecken, so ist im letzten Werke die dem 
Mathematiker gewohnte h’orm eiiigehalten. Wenn trotzdem die Unter- 
suchungen des geistreichen Forschers die Anerkennung nicht gefunden haben, 
die sie verdienen und die jeder, der sic kennt, ihnen zollen muss, so ist 
dies, meines Erachtens, hauptsächlich dem Umstande zuzuschreiben, dass ihr 
Verfasser allen Sätzen sogleich die allgemeinste Form (in Bezug auf n Dimen- 
sionen) gegeben, dadurch aber die Uebersichtlichkeit und das Verständ- 
niss ungemein erschwert hat. Wo wir im Folgenden Grabsmann’s complexe 
Zalilen und ihre Operationen darzustellen haben, werden wir den Sätzen eine 
anschauliche, geometrische Gestalt geben, die in der That die wesentliche All- 
gemeinheit nicht beeinträchtigt. 

Die Anwendung der Priucipien der allgemeinen Formenlehre auf einfache. 
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(luroh Setzung eines und desselben Objectes entstandene Grossen zeigt Grass- 
MANK in seinem „Lehrbuch der Arithmetik für liüherc Lehranstalten“ (Ber- 
lin 1861). 

Auch Sir William Kowan Hamilton hat sich (Theory of 'conjugate 
h’unctions or Algebraic couples; with a l’reliminary and Eh'inentary Essay on 
Algebra as the science of Pure Time, Trans, of tlic Loyal Irish Acad. Vol. 
XVII. Part II. S. Dublin 18-3Ö, sowie in der Vorrede zu seinen Lectures 
011 Quaternions, Dublin 18Ö3) sehr eingehend mit der Begründung der Algebra 
Iieschaftigt. Er betrachtet die Algebra „as being no inere Art, nor Language, 
nor primarily a Science of (juantity , but rather as the Science of Order in 
Progression.“ Als Bild eines solchen Fortschrittes erscheint ihm die ideale, 
von allen Beziehungen von Ursache und Wirkung abstrahirte Zeit, da sie die 
reine Anschauiuigsform des innerenSinnes nachlvANT (Kritik der reinen Ver- 
nunft, in der Ausg. v. Rosknkranz und SciirnERT, 11. Bd., S. 40) sei, besser ge- 
eignet als der Baum, die Ansdiauungsform des äusseren Sinnes, insofern der 
Begritf des Vergangenen, Gegenwärtigen und Zukünftigen früher in dem Geiste 
entstehe, als der des Vorwärts und Rückwärts im Raume; die Algebra ist ihm 
die Wissenschaft von der reinen Zeit. 

Gelaugt er so zu den Begrillen der reellen Zahlen und ihrer Verknüpfungen, 
so geht er dann zu Paaren, Ternionen, Qnaternionen u. s. w. solcher Zahlen 
über und hat deren formale Verknüiifungen und die verschiedenen dabei vor- 
handenen Möglichkeiten ausführlich untersucht is. Vorrede zu den Lectures 
S. 8 — 30). Die .Auffindung von entsprechenden Verknüpfungen räumlicher 
Gebilde hat ihn aufseine yuaternionen geführt. — 

Wenn nun hienach der Gedanke, die allgemeine Arithmetik und Algebra 
unter dem höheren Gesichtspunkte einer formalen Mathematik, zu der das 
Princip der Permanenz ihrer formalen Gesetze führt, anzusehen, nicht absolut 
neu ist , so darf doch die ganze Art und Weise , in der ich denselben für die 
elementarsten und ältesten Theile der Mathematik ebensowohl wie ihre 
schwierigsten und neuesten Theorieen fruchtbar gemacht und systematisch 
durchgeführt habe, als neu und selbstständig bezeichnet werden. 
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Allgemeine Formenlehre. 

4 . 

Algorühmus associativer Recliiiuiigsoperationen ohne 
Conimntation. 

Es sei eine Aiizalil von Objecten a, b, c, d .. . gegeben, welche 
gewissen Veiknüi)lLingen, deren fomiale Eigenschaften im Folgen- 
den der Reihe nach festgesetzt werden, in gleicher Weise unter- 
worfen werden sollen. 

Es bedeute A («, h) eine Verknüpfung von a und />; und etwa 
c das Object, welches aus der vollzogenen Verknüpfung resultirt, 
so dass A (a, b) = <•■ gesetzt werden kann. Diese Verbindung A {a,b) 
soll so boschaft’en sein, dass, wenn man auf geeignete Weise das 
sich als Resultat ergebende Object r. mit b tlietisch verknüpft, da- 
durch das andere Glied der Verbindung a mit Nothwendigkeit 
wieder erhalten wird. Bezeichnet man diese letztere Verknüpfung 
mit ("), so spricht <9 (c, b) = a oder 

b\ b] = a (1) 

diese Annahme in Zeichen aus und enthält zugleich eine Definition 
dieser theti sehen Opei’ation © aus jener A, die wir als die 
lytische bezeichnen. 

Ich bemerke sogleich, dass wir in diesem §. überall die lytische 
und thetische Operation, auf welche Objecte sie auch angewandt 
seien, als möglich und eindeutig voraus.setzen wollen, d. h. wenn 
a, h gegeben sind, so soll 0 (u, b) ebenso wie A {a, b) nur eine 
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einzige Bedeutung haben, so dass alle Objecte, welche etwa für 
das Resultat dieser Verbindungen gesetzt werden dürfen, unter sich 
vollkommen gleich sind, sich also, der Definition des Gleichen zu- 
folge, überall vertreten können. 

Man kann hieraus sogleich Folgerungen ziehen: Wäre näm- 
lich X (a, h) = l {a , h), ohne dass a — a, so wäre auch : 

(‘) (a, b), b\= {a , />), b\ 

da aber 0 {?. {a, b), b] = a, 0 {A («', b), i} = a , so ist dies un- 
möglich. 

Aendert sich also a in X («, b) bei constantem b, so ändert sich 
nothwendig auch das Resultat der Verknüpfung. 

Die Gleichung X (x, b) — a hat hienach nur Eine Auflösung, 
die man findet, wenn man beide Seiten mit b thetisch verknüpft : 

0 jÄ {x, b\ b\ = 0 («, b) 
also r = 0 (a, />), wodurch man die Identität: 

X {0 («, b), b\ == a (2) 

erhält. Hieraus geht weiter heiwor, dass wenn 
0 (a, h) = 0 («', b) 

auch nothwendig a — a sein muss. Denn wäre dies nicht der 
Fall, so hätte man aus der Gleichung 

X {0 («, b), 10 («', b), h\ 

das widersinnige Resultat a = a. 

Aus obiger Voraussetzung, der Eindeutigkeit der lytischen und 
thetischen Operation folgt also, dass wenn sich in X («, b) und 
0 (a, b) das erste Ghed ändert, während das zweite constant 
bleibt, sich auch gleichzeitig das Ergebniss der Verknüpfung än- 
dert, also aus jeder dey Gleichungen: 

X (a, b) — X {d, b ) , 0 («, b) = 0 (a', b) 
stets u = d geschlossen werden kann. 

Nimmt man statt der obigen Voraussetzungen an, dass die 
Operation 0 (a, b) eindeutig ist und die Eigenschaft hat, dass sich 
ihr Resultat jedesmal ändert, wenn sich ihr erstes Glied ändert, so 
kann man hieraus, die beiden Eigenschaften der entsprechenden 
lytischen A, eindeutig zu sein und sich zu verändern, wenn sich ihr 
erstes Glied ändert, ebenso leicht ableiten : 
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Angenommen nämlicli, es wäre Ä (a, ii) vieldeutig, d. h. es gäbe 
melirere unter einander vei-scbiedene Objecte, welche / (<i, b) in den 
Formeln vertreten könnten, so seien c, c zwei solche; dann wäre: 

0 {A (a, b), h\ = 0 (<?, b) = 0 (c', b) = «. 

Nach der Annahme, da.ss 0 (c, b) — 0 (c, b) nur sein kann, wenn 
c = e, folgt die Eindeutigkeit der ), Operation und daraus weiter 
das (iesetz, dass sich ). {a, b) jedesmal mit a ändert. 

Zur Krläiitenmg dieser Bemerkungen nolimen wir die gemeinen reellen 
Zahlen und ihre Bechmingsregelri hier als hekannt an. Dann kann man z. B. 
(■> («, b) — a + /j setzen, wo beide eben angenommene Eigenschaften erfüllt 
sind. Dann ist i (a, h) = a — b\ denn es ist fy (A («, ä), l)= H (a — b. b) = 
(ff — i) + 4 = ff wie verlangt, und in der That ist 4 eindeutig Setzen 

wir ferner W (a, b) = a b so ist >l («, 4) — • f)a erstere Operation, wenn 

ff, 4 gemeine Zahlen sind, eindeutig ist und sich im Allgemeinen das Product 

ändert, wenn sich ein Factor iindert, so hat auch dieselben Eigenschaften. 

b 

Da aber das Proiluct diese Eigenschaft nicht hat. wenn 4=0. indem «.0 = 0. 
ff' .0 = 0, so ist auch die umgekehrte Operation nämlich ” nicht eindeutig. 

Ist etwa ferner h (a, 4) = (o 4)', so ist I (a, 4) = f " da «y (4 (ff, 4), 4) = 

4 

ö 4) = o; es ist aber I (a, 4) zweideutig, weil sich in dem eindeutigen 
4 

Resultate Ö (ff, 4), das o ändern , nämlich in das entgegengesetzte übergehen 
kann , ohne dass sich das Resultat ändert. 

Ist H (ff, 4) = ff'', so ist H (c, b) ~ c‘‘ — a wenn c = il (ff, 4); aus 

• loif a 

e» = (* >"ii <■ = ff folgt aber c = / (tj , 4) = « * eine bekanntlich unendlich 
vieldeutige Zahl; dies steht damit im Zusammenhänge, dass a* sich nicht 
jedesmal ändert , wenn a einen anderen Werth annimmt, sondern unverändert 

bleibt. Wenn es den Factor e erhält. 

Es mag hier sogleich bemerkt werden, dass es, allgemein zu reden, zu 
jeder thetischen Operation O (a, 4) jedesmal zwei lytische gibt; die eine 
löst die Aufgabe h {x, b) = ti, die andere (-> (b, x) = a; die eine ist wenn 

i®** ® 1 , 

Ö (ff, 4) gesetzt wird a: = e ‘ , die andere a; = ,——; . Beide können 

log 4 

nur Zusammenfällen, wenn O (ff, 4) = fei (4, a). 
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Unter Voraussetzung der Eindeutigkeit beider Operationen 
hat man neben 

Q\).{a,h),h\ = a (l) 

wie schon gezeigt, die andere Gleicliung; 

). {0 (a, b), h\ = a (2) 

Wir setzen fenier die associative Eigenschaft voraus, d. h. dass: 
0 [a, 0 {h, c)] = 0 [0 («, b), c] (3) 

sei, wo man dann, ohne Zweideutigkeit liiefür: 

= 0 («, b, c) 
schreiben darf. Dann ist: • 

0 [«, 0 (/', c, d)] = 0 [ff, 0 >0 (Ä, c), d|] 

= 0 [0 [ff, 0 (Ä, c)j, tf] = 0 [ff, 0 (/;, f), d] 

= 0 [te, 0 {^, 0 (c, c?)j] = 0 [0 (ff, b), 0 (c, (/)] 
so dass man liiefür wiederum: 

= 0 (ff, />, c, d) 



schreiben darf, womit man ausdrückt, dass man immer, und in 
ganz beliebiger Weise zwei aufeinanderfolgende Objecte paarweise 
tlietisch zu verbinden hat; dann wieder zwei solche u. s. f Gilt 
also das associative I’rincip bei 3 Gliedern, so gilt es auch bei 4 
und überhaupt allgemein. 



Als Hcisjiiele durchaus eindeutiger Thesen, welclie associativ sind, können 
die Additioji und Multiplication dienen Als Beispiele solcher, welche es niclit 

sind, z. B. O (a, i) — denn daun ist O (O (a, A), c) = ft c j 



a + A + 2 c 

4 ; 



9 (ff, 9 (A, c)) = 9 ^u. 



A + c 



) 



4 rt + Ä +■ <7 

2 ‘ 



Aus den gemachten Voraussetzungen lassen sich nun eine Reihe 
von wichtigen Transformationen herleiten: 

8etzt man 

a; = 0 [ff, A {b, f)] 

so hat man nach (3) 

0 (;r, c) — 0\Q [<t, A (6, c)], tj = 0 [ff, 0 [A (/>, <•). c]! 
und daher nach (1) ' 

0 (x, c) — Q (ff, b) 
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also 

A [0 (.c, (•), c-J = ). [0 («, h), c\ 
oder nach (2) x — 

0 [(«, ). {h, c)j = A [0 («, !>), c] 
Setzen wir ferner : 

X — A [A («, b), f] 

so hat man nach (1) 

0 (o’, c) = 0 {A [A («, h\ c], cj = A («, b) 
also wieder nach ( 1 ) , 

0 [0 {x, c), b\ = a 

oder nach (Ü) 

0 [x, 0 (c, b)] = a 
und somit nach {2)\ x — 

A [ft, 0 (c, b)\ = A [A (a, b), c] 

Man hat ferner, wenn 

j; = A [0 (fl, c), b] 

gesetzt wird, nach (1) 

0 {x, b) = Q (rt, c) 

und nach (2) 

A [0 (a*, b), c] = II 

daher nach (4) 

A [0 {x, b), c] = 0 [j-, A (b, c)J = (I 
und somit erhält man nach (2), x = 

A [ft, A {b, c)] = A [0 (a, c), b] 
eine (Gleichung, welche mit (4) zu: 



( 4 ) 



(ö) 



A [0 (o, <•), b] = A [«, A (6, c)] = 0 [a, A (c, (i)], (4, 6) 

vereinigt werden kann und wo, wie in (5), die Vertauschung der 
Ordnung von c und b im mittelsten Gliede wohl zu beachten ist. — 
Wir haben es oben als eine nothw^endige Folge der voraus- 
gesetzten Eindeutigkeit dei- lytischen und thetischeu Verknüpfung 
kennen lernen, dass sich 0 («, />), A («, b) ändern muss, wenn sich 
das Vorderglied a ändert, während das Hinterglied b constant 
bleibt. Wir nehmen jetzt weiter an — und, nennen diese ganze 
Voraussetzung die der vol Ikommenen Eindeutigk eit — , dass 
auch, wenn in 0 (a, i) sich das zweite Glied ändert, währeml das 
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erste iinveräiulei-t bleibt, sich tlas Ergelmiss der Verknüpfung 
Hiidere; dass man also aus fi {fi, //) = f) { ft, l>) immer auf /j = b' 
schliesseii dürfe. 

Eine nothwenilige Folge hievon ist, dass, wenn X («, b') — 
X («, i') = fx also 

(•) («, h), b\ — a, O \X (fl, b'), b'\ = « 

oder 0 (//, b) — Q {fi, U), 

auch nothwendig b — b' sein muss, sich also auch das Resultat der 
lytischen Verbindung ändert, wenn das zweite (rllied ein anderes 
ist, während das erstere consUmt bleibt. 

Wir nehmen nun an , dasses ein Object »i , den Modulus der 
Operation gibt, welches mit jedem Object « thetisch verknüpft, 
dasselbe wieder als Resultat ergibt, so dass : 

Q{a,n) = a (7) 

Daun hat man nach dem associativen Princip 

0 {fl, 0 (n, c)} ■= 0 {0 («, «), c} == 0 (fl, c) 
und nach der vorausgesetzten Eindeutigkeit 

0 (n, (•) = c (8) 

so dass die Ordnung, in der man den Modul mit dem Objecte ver- 
bindet, für das Resultat gleichgültig ist. 

Ferner findet man: 

X (fl, n) = a (ft) 

denn es ist nach (1) 

0 (fl, «), «} = a 

und nach (7) 

A (a, n) = 0 (A. (fl, n), ri} = n 
Aus (2) erhält man ferner für a = n 
X [0 («, b), b] — n 

und da 0 (a, h) — h 

X (b, b) — n (10) 

so dass der Modul durch die lytische Verknüpfung irgend eines 
Objectes mit sich selbst, erhalten wird. 

Während sich 0 {b, n), 0 (?*, //), X ib, n) einfach auf b redu- 
cirten, ist dies mit X {n, b\ nicht der Fall. Wir schreiben: 
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l{nj>) = b„ (11) 

und nennen A, dius zu h inverse Object, h aber das directe. Dann 
lässt sich zeigen, dass das zu A„ inverse Object wiederuni h ist, also 
A, und A in dein conträren Oogensatze des direcU-n und inversen 
stehen (vcrgl. §. 17). Mau hat nämlich aus (Ü) für a — n, /> = n: 
). [n, X («, c)] = A [0 («, <•), k] 

also da nach (8) und ({)) X [0 (w, c), w] = X (c, n) = c und nach 
(1 1) A I«, A («, c)] = A [«, c.] = ist: 

(O, = c (12) 

Durch Eiiitührung dieses Zeichens lässt sich ausserdem jede 
lyti.sche Verknüiifuiig in eine thetische und umgekehrt verwandeln. 
Denn mau hat fiir A = ti aus (4): 

0 [m, A (rt, c)] — A [0 (rt, «), c] 

oder A («, c) = 0 («, c„) ( 1 3) 

und aus (6) für A = « : 

A [rt, A {», c)] = A [0 (a, c), «] 

oder 0 (a, c) = X («, c.) (14) 

Aus der Gleichung (4, (i) 

A [«, A (Aj c)] = 0 [«, A (f, A)J 
ergibt sich noch für a — n, dass 

[A (A, c)]„ = A (c, A) (15) 

und aus (5) für a — n: 

[0 (A, c)]„ = 0 (c„, A„) (Di) 

Mit Hille dieses Begriffes des Inversen lassen sich Jetzt die (lleiehungen 
4, 5, Ü so schreiben: Es ist 

H [«, X (ö, c)] = fe» [«, W (h, f.i] 

X [R (a, b), e] [H (o, b), (■„] 

also gibt (4): 

« [a, H {b, c„) | = « [« («, 6), c„] 

Ebenso gibt (5) 

8 [e, « (A„, <•„)] f:! [« (a. i„), f„] 

und 

9 [n, 9 (c, A,)] 9 [« («, c), A„] 

und sie sind somit nur Darstellungen des associativen Princips bei der Ver- 
knUpfüng directer und inverser Ubjccte. 
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{?■ D. 

Algoritlinius as.sociativei* ()|>ei‘atioueii mit Ooiiimutation; 
|{ildiiii^ der inversen Ohjeelenreihe. 

Lst bislier das Resultat der Operatiou C-) {«, h) von 0 (ä, (t) 
als verechieden angeselien worden, so steht doch dem iiielits ent- 
gegen, dass wir neben den Festsetzungen des vorigen noch die 
machen, dass jederzeit 

0 (rt, i) = 0 (/>, a). 

Die anderen Formen, welche man dadurch den (llcichungen des 
vorigen S- geben kann, indem man z. B. statt (1) und (2) 

Q\h,).{a,h)\ = a (!*)• 

|0 {(>, a), == « ' (2*) 

sclireibt, führen wir der Leichtigkeit wegen, mit der sie sich er- 
geben, hier nicht weiter an. Nur eine wesentlich neue Gleichung 
mag hier erwähnt werden; 

Setzt man nämlich 

A {«, X {b, c)) = X 

so hat man nach (5) 

X {x, c) = X [X jo, X (/', c)}, c] == A [«, 0 je, A (A, e)}] 

•\.us der durch Commutatiou erhaltenen Gleichung (1*) hat man 

0 je, X (b, r)} = b 

also A (;r, c) = X (o, b) und daher x = 

X jo, A {b, c)| = 0 \X (ö, b), c| (•)*) 

eine Gleichung, welche neben (0) gesetzt werden kann, aber eine 
ausdrückliche Folge der Comniutativität ist — welcli letztere Vor- 
aussetzung in den weiteren Untersuchungen dieses i;- immer fest- 
gehalten werden soll. 

Wir haben im Vorstehenden überall die unbeschränkte Aus- 
lühibarkeit allei' Operationen vorausgesetzt, d. h. angenommen, 
dass es in dom betrachteten Gebiete von Objecten jedesmal ein Ob- 
ject gibt, welches als ResulLit der Operation angesehen werden 
kann, \md insofern mit den in die Opeiation eingehenden Objecten 
gleichartig ist, als es mit letzteren oder auch mit audereu aus ähn- 
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liehen Operationen lienorgehemlen Objecten nacli denselben, ein- 
mal festgesetzten Regeln verknüpft werden kann. 

Nicht überall aber ist das Gebiet von Anfang an so ausge- 
dehnt; vielmehr werden wir Fälle kennen lernen, in welchen die 
auf eine Reihe von Objecten angewandte thetische Operation aller- 
dings jederzeit ein Object derselben directen Reihe liefert, während 
die Lysis nur in gewissen Fällen zu einem solchen führt, in anderen 
aber nicht, somit in gewissem Sinne unausführbar ist, und erst 
ausführbar wird, wenn man sich zu der gegebenen Reihe von Ob- 
jecten eine inverse hinzudenkt, die entweder tiansscendental oder 
in der Anschauimg construirbar ist. — 

. Wenn a, b Objecte der urgpninglich gegebenen Reihe bezeich- 
nen, so wird A. (a, b) ein Object dieser neuen Reihe oder auch unter 
bestimmten Redingungen eines der urspiünglicheu Reihe darstellen. 
Im letzteren Falle weiss man nach vorstehenden Regeln mit A (a, b) 
zu operiren, cs lässt sich dies A (a, b) mit anderen Zeichen A (c; tf) . . . , 
welche der ursprünglichen Reihe angehören , associjitiv verknüpfen. 
Gehört aber A (o, A») dieser alten Reihe nicht an, so ist es zu- 
nächst unbestimmt, wie dasselbe überhaupt mit anderen Objecten 
A (f, rf) . . . , welche ebenfalls in der alten Reihe nicht vorhanden 
sind, oder auch mit denen der alten verknüpft werden solle. Hier 
tritt nun das Frincip der Permanenz der Formen ein, indem es uns 
auffordert, die neuen Verknüpfungen so zu definiren, dass sie den- 
selben formalen Bedingungen genügen, als die der urspmnglich 
gegebenen Objecte. 

Aus (4) des vorigen §. findet man , wenn alle vorkommenden 
lytischen Verknüpfungen Objecte der alten Reihe sind: 

0 [A (a, Al), A (c, d)] = A [© (A («, A>), c), d] 

Vermöge der Comrautativität und nach (4) hat man: 

© (A (a, b\ c) = © (c, A («, b)) = A (0 (c, a), />) 
nnd daher: 

© [A («, b), A (f, (/)] = A [A (© (c, ö), /;), d] 

Nach (5) aber ist: 

A [A (© (c, a), Al), (Aj = A [© (c, a), © (d, Ä)] 
also schliesslich 

© [A (o, b), A (c, cA)] = A [0 (a, c), © (b, d)] (1) 
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Diese Gleichung nun wollen wir auch iin Falle, dass die Ver- 
knüpfungen X (a, h), ). (c, //) nicht beide Objecte der alten Reihe 
sind, als Definition ihrer thetischeu Operation ansehen. 

Aus derselben folgt sofoid die Comuuitativität, denn es ist 

Q [X (c, d), X (rt, i)] ==‘X[G (c, a), & {d, ä)] 
ferner auch die Associativität : denn es ist 

f) (0 \X (o, b\ X (c, d)], X (<>,/)) = 0 (A, [0 («, c), 0 (/>, (7)], X (e, /’)) 
=J, (0 [0 («, c), e], 0 [0 (/<, d),f\) 

= A {0 (a, c, e), 0 (A>, </,/)) 

und 

0 (A (<f, b), 0 [A (<r, d), X = 0 (A («, b), X [0 (t-, c), 0 {d, /’)]) - 

• = A (0 [a, 0 (c-, e)], 0 [A>, 0 (d, /’)J) 

== A {0 (o, c, e), 0 (b, d, f)\ 

Dass die Thesis zweier Objecte der zweiten Art A (a, A»), A (c, d) 
immer wieder ein Object derselben Art, welches nämlich in der 
Form A {e, f) dargestellt werden kann, wo e. f mit a h c d gleich- 
artig sind, geht unmittelbar aus deren Definition hervor. 

Es fragt sich aber weiter, ob bei der jener Thesis entsprechen- 
den Lysis zweier Objecte der zweiten Art, nicht wiedeiaim neue ent- 
stehen; es wird hieiüber entscliieden durch folgende Bemerkungen: 
Wenn der frühere Modul der Operation jetzt die Eigenschaft 
hat, mit einem Objecte der neuen sowohl wie der alten 
Reihe thetisch verbunden, das Object selbst wieder zu erzeugen, so 
ist nach (1) 

A [0 («, a;), 0 {b, x)] = 0 fA (a, ä), A (j-, a;)J = A («, b) (2) 
und daher z. B. 

A [0 (rt, c, d\ 0 (b, c, »/)] = A (rt, b). (3) 

Die Gleichung (2) gibt uns darüber Aufschluss, in welchem 
Falle zwei lytische Verbindungen X {e, f) und A (a, b) als gleich 
anzusehen sind. 

Nach dieser Vorbereitung gehen wir zur Beantwoi-tung der 
aufgeworfenen P'rage, die dahin lautet, ob immer ein Object x von 
der ersten oder der zweiten Art gefunden werden könne, so dass 
= A [A («, b), X (c, (A)] 
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gesetzt werden kann, also zufolge der Definition der Lysis 

X (rt, b) = C‘J j.T, X (<•, d)) 

ist. Soll X ein solches Object scnn , so muss x = X (?/, z) gesetzt 
werden können, wo //, z Objecto der alten Art sind, also 

X (n, b) = f-) [X {i/, z), X (c, f/)} = / \C‘} (ij, c), (z, f/)} 

Setzt man nun nach (3): 

X (rt, b) — X\Q [fit (rt, d), c], 0 [0 {b, c), (/]} 

= X |0 (»/, c), 0 {z, 

SO genügen 

// = 0 (rt, d), z = O {b, c) 

dieser (tleichung und es ist: 

X [A (rt, b), X (c, rf)] = X [0 (rt, d), 0 (b, c)] 

also da 0 («, d), 0 (b, c) Objecte der ersten Art sind, die lytische 
Verbindung von X («, b) und X (c, d) ein Object erater oder 
zweiter Art. 

Haben wir nun so erkannt, dass aus unserer Festsetzung über 
die I^deutung einer Tbesis von Objecten ei-ster und zweiter Art 
mit einander, oder letzterer untereinander, nothwendig folgt, dass 
diese Thesis und ihre Lysis wie<ler auf Objecte dieser beiden .\rten 
fühlen, und überhaupt für die der zweiten Art dieselben Gesetze 
der tbetischen und lytischen Operationen gelten, als füi' die der 
ersten Art, so leuchtet ein, dass jetzt sämmtliche Sätze des von- 
gen §. ohne Weiteres für ( fbjecte erster und zweiter Art in ihrer 
gegenseitigen Verknüpfung in Anspruch genommen werden können, 
und noch überdem die Fonuehi 4, 5, ü jetzt, wo jede Lysis aus- 
führbar ist, ganz allgemein und ohne Jede Determination gelten 
werden. 

Die Objecte zweiter Art bilden zunächst eine Reihe von der 
zweifachen Ausdehnung der Reihe, welche die der ersten einnehmen. 
Indessen kann man sie sämmtlich aus einer Reihe von Objecten, 
welche eine nicht grössere .Ausdehnung als die ursprüngliche hat, 
durch thetische Verbindung erhalten Führt man nämlich nach 
dem vorigen S. den Begriff des Inversen 

X (n, b) = b, 

ein , so ist 

X (rt, (i) = 0 (rt, b,) 
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und diese inversen Objecte bilden eine der Reihe der (directea) Ob- 
jecte erster Art entspreclieade Reihe, so dass jedem üliede der 
einen Reihe eins der anderen in bestimmter Ordnung entspricht. 

6 . 

Die Addition nnd Snbtraction. 

Bezeichnen wir jetzt eine thetische, vollkommen eindeutige, 
associative Operation © (a, f>) durch (h + />) und die entsprechende 
ebenfalls vollkommen eindeutige lytische Function / («, />) mit 
(tt — />), wo diese ihrem Begriffe nach in der Beziehung 

(a Ä) -|- Ä = rt (1) 

stehen, nennen erstere Addition, letztere Subtraction, so wird die 
associative Eigenschaft in der Gleichung 

a -j- (/) c) = (n /f) C = u c (il) 

enthalten sein, aus der dann auch hei mehr als 3 (Gliedern auf die 
gänzliche (ileicbgültigkeit der Setzung der Klammern geschlossen 
werden kann. 

Aus der Definition folgt: 

(a + /.<) — h = a (2) 

nebst den Gleichimgen 

a + {b — c) = (o h) — c (4) 

(« — b) — c — a — (c b) (5) 

a — {b — c) = (o + c) — h (6) 

nach den ebenso bezifferten Gleichungen des §. 4. 

Ist 0 der Modul der Operation, so dass 

n + 0 = ö (7) 

so folgt ebenfalls nach §. 4 

0 + c=c (8), a — 0==a (9) b — b = () (10) 
Stehen zwei Objecte n und b in der Beziehung, dass 

0 — u = b 

so schreibt man: 

— a^b (11) 
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und nennt h das zu a negative; dann gelten die Kegeln: 

-(-c) = c (12) 

a — c = a + ( — c), (13); « c = a — ( — c), (14) 

— (ft — c) = t; — ft, (15); — (ft 4- c) = ( — c) 4- ( — ft), (1(>) 

Gilt ausser der Associativität auch die Commutativität, .so hat 
man nach §. 5 unter anderen die Gleichungen 

ft + (<i — ft) = « ( 1 *) 

(ft + a) — h = a (2*) 

a — (ft — c) — (« -- ft) 4* c ((]*) 

hinzu zu fügen, wo wir die übrigen, da sie sich durch Vertau- 
schung der Glieder sehr leicht ergehen, hier nicht weiter anführen. 

7. 

Die Mnltiplication nnd Division. 

Wird eine neue associative, im Allgemeinen vollkommen ein- 
deutige Operation , die Multiplication und ihre Lysis, die Division 

durch die Zeichen « . ft und dai’gestellt, so hat man nach §. 4 
« (ft c) 

Ferner 



Nennt man nun 1 den Modul dieser Operation, so dass 

a. 1 = « (7) 



a j 

^h=a 


(1) 


a h 


(2) 


— (a ft) c, = a h c 


(3) 


b ab 

^ c c 


(4) 


II 


.(5) 


a a c 

(4) " 


(ö) 
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SO folgt 

1 .c == (8); J = «, (9); | = 1, (10). 



Für die r e c i p r o k e n Zahlen ^ gelten dann die Regeln : 




Wir nennen die jetzige Operation nur dann eine Multiplication, 
und die des vorigen §. eine Addition, wenn beide mit einander 
durch das distributive Princip in seinen beiden Theilen 



(a + i) c = « c -f- /> c (17) 

a {c d) a c a d (18) 

verbunden sind und ausserdem der Modul der Addition die Fiigen- 
schaft hat, dass 

a.0 = 0, 0.a = 0 (19) 



worin unmittelbar ausgesprochen ist , dass , wenn der eine Factor 
eines Productes Null ist, der andere sich ändern kann, ohne 
dass der Werth des Protluctes aufhört. Null zu hleihen. Die Division 
mit Null ist daher gänzlich unbestimmt. 

Ist schon hiedurch die Voraussetzung einer vollkommenen Kindeutigkeit 
der Multiplication und Division durchbrochen, so wollen wir überhaupt bei 
der Division die unbedingte Eindeutigkeit nicht als zu ihrem Begriffe noth- 
wendige Eigenschaft anscheu. In der That werden wir in sj)äter zu behan- 
delnden Systemen, von 0 verschiedene Zahlen antrelfen, welche insofeni 
den Charakter des Modul 0 an sich tragen, als eine Veränderung des anderen 
Factors in einem Producte, deren einen Factor sie abgeben, nicht nothwendig 
dessen Werth ändert, so dass dann auch die Division durch dieselben gänzlich 
unbestimmt wird (vergl. den VIII. Abschnitt). 

An Stelle der beiden Theile das distributiven Principes kann 
man eine einzige Formel setzen. Entwickelt man nämlich zu- 
nächst nach (17) 

(a -|- Ä) (c + <Z) = a (c -(- </) -f- Ä (c + d) 
so hat man nach (18) 

(a-i~i)(c-i-d) = ac-i-ad-i-/)c-i-l)d (2()) 
Wendet man dagegen zunächst (18) an: ^ 

(ft d” Ä) (c -p d) = (ft d" ^) c -p (ft /f) d 
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und dann (17), so findet man: 

(a + />) (c + fZl = « e + f) 0 a il d 
Verglek'lit man dies mit (2U), so findet man, diuss beide in der 
Aufeinandeifolge der (»lieder vei’scbieden sind, und daher: 

« c? Ä e = A e + (t 



oder wenn man c = 1, = 1 setzt 

rt + Ä = Ä + « 

sein muss, woraus wir den wichtigen Satz ahleiten, dass, wenn zwei 
Operationen durch das volle distiihutive l’rincip mit einandei’ ver- 
hunden sind, dann die erste notliwendig die cx)mmutative Kigen- 
schaft besitzt. Nennen wir nun in iler Itegel zwei in dieser 
Weise von einander abhängige Operationen, .\ddition und Multi- 
plication, so folgt aus rein formalen Gründen: die Addition ist 
stets commutativ. Die Multiplication aber werden mr im All- 
gemeinen nicht commutativ annehmen. 

Aus den vorstehäulen lleziehungen der Addition und Multi- 
plication zu einander, lassen sich noch mehrere wichtige h'olge- 
rungen ahleiten. 



Aus (17) 


folgt 


für 


= - 


- rt, (Ul I 


ft -H (— a) 


= 0 also: 


(« + (- a)) c 


— 0 


ist, u c 


+ (■ 


— a) c = 


0 also 








(- 


a) r 


= — a c 




(21) 


Aus (18) für d 


_ — 


• c 










a (- 


- 


=1 — a c 




(22) 


Setzt man in (21), — 


- c statt 


c, so wird ( — 


o) (- c) = 


— « ( — c) 


nach (22) = — 




a c) = 


+ « 


c also 







(— «) (— c) = nr (23) 



Können so die bekannten Regeln der Multij)lication negativer 
Zahlen aus dem distributiven Princip abgeleitet wei'den, so wird die 
entsprechende Aufgabe, die Regeln der .Addition reciproker Zahlen 
oder von Quotienten ohne Commutiition zu gehen, nicht in der ge- 
wöhnlichen Weise gelöst werden können. Denn man hat 

{t + t + j + ^ -« 



also 



a d + c V h d 

+ '■ = 

~ d bd 
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ein Ausdruck, welcher im Allgemeinen nicht weiter reducirt werden 
kann; nur wenn b ~ d ist, hat man: 









a -f" c 



also 



a , c a + c 
b ~b ~ ~T~ 



Ist aber die Multiplication commutativ, so findet man: 



a , c a d ob 

b d Fd 



( 24 ) 

\ 

( 25 ) 



Ohne Commutation kann man Ausdrücke, wie : 



A ^ d 

nicht weiter, etwa auf ^ reduciren, und b ^ ist von a im All- 
gemeinen verschieden. 

Unter Voraussetzung der Coramutativität des Productes aber 
hat man 

bl=a,{\*y, *-^ = a,(2*) 



( 4 ) 



(G*) 



Die in den beiden letzten Paragraphen statuirten formalen Gesetze der 
Addition und Multiplication sind den bekannten und in §. 1,2 angeführten 
Gesetzen der actuellen Addition und Multiplication in der Grössenlehre,. , 
mit einiger Freiheit (in Bezug auf die Commutativität) nachgebildet. Diese 
Gesetze sind es nun, die wir auf die Gebiete der Anschauung, in’s Beson- 
dere des Baumes im Folgenden übertragen werden; und dies ist die eine Seite 
des Principes der Permanenz der formalen Gesetze. 

Wir werden dabei im Allgemeinen so verfaliren; Wenn ein Gebiet von 
Objecten gegeben ist, so wird man zunächst fragen, ob es eine auf sie anwend- 
bare Operation gebe, welcher die Eigenschaften der Addition zukommen 
Eine stricte Methode zur Beantwortung dieser Frage gibt es allerdings 
nicht, vielmehr wird die productive Erfindung sie lösen müssen; das Princip 
der Permanenz leistet dabei gute Dienste. Ist aber eine Operation gefunden, 
welche die Eigenschaften der Addition hat, so wird man weiter fragen, ob es 
eine entsprechende Multiplication gebe; um dies zu beantworten, wird man 
die Principien der Multiplication wiederum in mehr oder minder speciellen 
Fällen benutzen, und so dazu gelangen die Multiplicatiou actuell zu definiren. 

Ist dies geschehen, so bleibt es dann noch übrig, in s^’uthetischem Gange nach- 

Hankel, complexe ZftUlen. S 
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zuweisen, dass in der That alle fundamentalen Principien der Operation, wie 
sie in diesem §. gelehrt sind, erfüllt sind, und erst dann wird man die Opera- 
tion streng genommen als Multiplication bezeichnen können. Das Princip der 
Permanenz ist hiebei überall nur ein im methodologischen Sinne dieses Wortes, 
analytisches; es müssen stets eine Reihe von arbitriiren Annahmen gemacht 
werden, welche es nicht beweist, sondern nur leitet. Dass jene Annahmen 
arbiträr sind, geht genügend daraus hervor, dass verschiedene actuelle 
Operationen gegeben werden können , welche sämmtlich den allgemeinen for- 
malen Regeln genügen. 

Ebenso wie man die vorhergehenden Festsetzungen und daraus abgelei- 
teten Folgerungen auf die Geometrie übertragen kann, so kommen sie auch in 
der Theorie der complexen Zahlen in Anwendung. Einmal enthalten sie die 
Regeln ihrer Addition und Multiplication uud dienen , wie im folgenden Ab- 
schnitt nachgewiesen werden wird, zur Definition ihres Charakters. 

Andererseits aber kann man auch fragen, ob es in einem gegebenen 
Zahlensysteme noch andere Operationen ö, A, ... gebe, welche diesen Regeln 
genügen. Die Beantwortung dieser Frage gehört in die Theorie der Func- 
tionen und hat tiefere Bedeutung nur für den „calcuius of operations“; doch 
wollen wir eine hieher gehörig» Untersuchung, welche sich auf das gemeine 
complexe Zahlensystem bezieht, wenigstens in ihren Resultaten mittheileu: 

Eine ässociative und commutative Function ö (a:,y) mit dem Modul m 
wird stets von der Form ; 



• ö (®, y) = (fl [((• (a:) + <f (y) — (f 0«)] 

sein, wo (f, ip, zwei inverse Functionen sind, so dass y, (y (x)) = x. Soll 
eine andere associative und commutative Function n mit dem Modul n. 



^ y) = '/»j [V' (*) + (y) — 'p (")] 

mit Q durch das distributive Princip 

71 [e (», y), z] = e [tt (x,z), 71 {y, a)] 
verbunden sein, so ergibt sich als allgemeine Form derselben : 

(p (a:) = ^ log [tf. (x) — (f, (m)] 

wo a eine beliebige Constante ist. Setzt man <f (x) — x so erhält man hieraus 
die Addition und Multiplication ; die Form 






a X + b 



c X + d 

gibt unter gewissen Voraussetzungen über die Stetigkeit der Functionen über- 
haupt, die einzigen eindeutigen Operationen ö, ti 
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DRITTER ABSCHNITT. 

Die reellen Zahlen in ihrem formalen Begriffe. 



§. 8 . 

Begriff eines Zahlensystems. 

Bisher sind Objecte verbunden worden, die Resultate ihrer 
Verbindung mit neuen Zeichen versehen u. s. f., aber ohne dass 
in der Bezeichnung ein bestimmter Plan verfolgt worden wäre. 
Es leuchtet ein, dass dabei eine eigentliche Ausführung der Rech- 
nungsoperationen, d. h. eine Darstellung dos Resultates durch 
neue, zusaramenfassende Zeichen nicht möglich ist. Eine solche 
wird ei*st dann möglich werden, wenn man auf eine consequente 
Weise sich ein Zeichensystem vei’schafft, so dass man das Resul- 
tat einer jeden Operation notli wendig durch eines derselben dai'- 
stellen muss. Ein solches System kann nur geschaffen werden, 
indem mau von gewissen Elementen, den Einheiten ausgeht, diese auf 
alle mögliche Weise durch gewisse Operationen verbindet und die 
Resultate dieser Operationen mit neuen Zeichen signirt. Diese 
neuen Zeichen werden dann nach vorstehenden Regeln wiederum 
zu \'Brkuüpfen sein und zu neuen Zeichen Veranlassung geben u. s. f. 
Fährt man so fort, bis man zu neuen Zeichen nicht mehr gelangt, 
also die Resultate dei’ neuen Operationen dm'ch die schon vorhan- 
denen jedesmal ausgedrückt werden können, so nennt man die ge- 
*ljildete ZeichenreUie ein abgeschlossenes System oder Gebiet, dessen 
Ordnung ich nach der Zahl von Einheiten benenne, welche bei 
seiner Bildung verwandt worden sind. Verschiedene solche Gebiete 
erhält man , indem man von verschiedenen Einheiten ausgeht odei' 

3 * 
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den Operationen ausser den zuvor bemerkten allgemeinen Eigen- 
schaften noch andere beilegt, vyelche mit ihnen nicht nothwendig 
gegeben sind, aber auch nicht im Widerspruch stehen dürfen. Eine 
Fordenmg bei der Ausbildung eines solchen Systemes wird die 
möglichste Sparsamkeit in der Anwendung von Zeichen sein; denn 
nur sie wird die Uebersichtlichkeit in demselben ennöglichen. 

Die Zeichen eines solchen Systemes nenne ich Zahlen und 
setze also deren Begiiff in einen nothwendigen Zusammenhang mit 
den Operationen, durch welche sie gebildet werden und in einander 
übergehen. Jede Verändenmg der üperationsregeln bringt eine 
Veränd(!nmg der Zahlen mit sich. 

Eine andere Definition des Begriffes der fonnalen Zahlen kann 
nicht gegeben werden; jede andere muss aus der Auschauimg oder 
Erfahrimg Vorstellungen zu Hilfe nehmen, welche zu dem Begriffe 
in einer nur zufälligen Beziehung stehen , und deren Beschränktheit 
einer allgemeinen Untei-suchuug der Ilechnungsoperationen unüber- 
steigliche Hindernisse in den Weg legt. Die Definition Her for- 
malen Zahl kann hienach daliin gegeben werden: 

Eine Zahl ist der Ausdruck gewisser formaler Be- 
ziehungen beliebiger Objecte zu einander; ein Zahlen- 
system stellt eine systematisch geordneteReihe solcher 
Beziehungen oder Verknüpfungen dar, deren Wesen den 
Character des Zahlensystems ausmacht. 

Dass wir mit dieser Definition nicht in Widerspruch mit der 
S. 6 gegebenen treten, bedarf nach dem Vorangegangenen keines 
Beweises. Dort handelte es sich mn die actuellen Zahlen, hier 
um formale; unter diese können jene subsumirt werden , welche 
in’s Besondere die aus dem Grössenbegriffe her\orgehendcu Be- 
ziehungen der Objecte zu einander und entweder deren Stellung in 
einer Reihe geordneter Objecte (Ordinalzahlen) oder das eigentliche 
Grössenverhältniss (Cardinalzahlen) ausdrücken. 

§. 9 . 

Die positiven ganzen Zahlen. 

Soll ein Zahlensystem aus einem einzigen Elemente gebildet 
werden, so wird man dazu den Modul der Addition nicht gebrauchen 
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können, wolil aber den Modul 1 der Multi[)licatiou, indem man 
1 + 1=2, 2+1 = 3, 3 + 1=4, ... 
setzt. Die so erhaltenen Zahlen nennt man die absoluten oder 
numerischen Zahlen und 1 die numerische Einheit. Was ihre Ver- 
knüpfung miteinander betrifft, so kann sie an und für sich nach 
beliebigen Regeln stattfinden. Indess werden uns hier rlie in §. 0 
und 7 gelehrten als Richtschnur dienen, dürfen jedoch ohne Beweis 
ihrer Verträglichkeit untereinander jetzt, wo eine Zahl an sich selbst 
die Spur ihrer Entstehung ti-ägt, nicht sofort in ihrem ganzen 
Umfange angewandt werden. 

Addition. So wählen wir zm- Definition der Summe {A + R) 
zweier Zahlen nicht das associative Princip in seiner Allgemeinheit, 
da dieses mehr als die nothweudigen Bestimmungsstücke in sich 
enthält, sondern einen Fall desselben: 

^ + (R + 1) = U + R) + 1. (1) 

Diese Gleichung bestimmt jede Summe. Denn setzt man zunächst 
R = 1, so findet man ^ + (1 + 1) = (^ + 1) + 1, also da 
1 + 1 = 2 ist, ^ + 2 = (^ + 1) + 1 , wo (^ + 1) + 1 eine ' 
Zahl unserer Reihe, ihrer Definition nach ist. Dann ist, R = 2 ge- 
setzt .^ + (2 + 1) = (^ + 2) + 1 oder ^ + 3 = (^ + 2) + 1, 
wo {A + 2) und daher auch (^ + 2) + 1 also {A + 3) eine Zahl 
unserer Reihe ist. 

Auf diesem Wege findet man durch ein recurrirendes Verfahren, welches 
ohne alle Anschauung, rein mechanisch vor sich geht, unzweideutig jede Summe 
zweier Zahlen. Um z. B. (7 + ö) zu finden, haben wir 

- 7-f5 = 7 + (4+l)=(7 + 4)+l 

Es ist aber 

7 + 4 = 7 + (3 + 1) = (7 + 3) + l 

7 + 3 = 7 + (2 + 1) = (7 + 2) + 1 

7 + 2 - 7 + (1 + 1) = (7 + 1) + 1 

7 + 1 = 8 

also 7 + 2 = 8 -f 1 ^ 9, 7 + 3«9 + l = 10, 7 + 4 = 10 + 1 = 11, und 
endlich 7 + 5 = 11 + 1 = 12. 

Die Summe ist also stets eindeutig und ändert sich, wenn sich 
einer der Summanden ändert. 

Dass die Addition associativ ist, lässt sich folgendermassen er- 
weisen. Vorausgesetzt, dass die Gleichung: 
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A + {B + r)=^(yi + B) + r (2) 

erfüllt ist, hat man, indem man (1) zweimal anwendet: 

^ + {B + {r+ l)\ = ^ + {{B + r) + l\ =={A + (B + n} 4- 1 
Nach (2) aber ist dies = {(.^ + ß) -|- /’} + 1, also nach (1) 
= + ß} + (i’ + 1). also 

u4-{-{B + {r+ 1)1 = U + B] + (/• + 1) 

\ 

Gilt also das associative Princip in (2), so gilt esaueli, wenn /' durch 
(/' + 1) ersetzt wird. Da (2) für 1’— 1 nach (1) jedenfalls erfüllt 
ist, so gilf(2) nach einer bekannten Scblussweise allgemein. 

• Was das commutativo Priiicip betrilft, so kann dasselbe aus 
dem associativen leicht abgeleitet werden. Es sei 

1 + ^ ^ + 1 (3) 

so ist nach (1), (3) 

1 + M + 1) = (1+ ^) + 1 + 1) + 1 

Da nun (3) lur ^ = I eidiillt ist und aus ihm die entsprechende 
Gleichung, in der 4- 1) die Stelle von ^ vertritt, abgeleitet wer- 
den kann, so gilt (3) allgemein. 

Ferner sei ^ 4- ß = B 4- ^ (4) 

so ist ■ ■ 

^4-(ß4-l) = U4- B) 4-l=(B4-^)4- I = B4-U4- 1) 
= B 4- (l 4- 

nach (1), (4), (1), (3), also nach (2) 

^ 4- (ß 4- 1) = (B + 1) 4- ^ 
womit denn auch (4) allgemein erwiesen ist. 

Multiplication ist eine Operation, für welche 

(5) 

denn hierin liegt die Bedeutung der zur Bildung des Zahlensystems 
verwendeten Einheit. Die Multiplication im Allgemeinen kann durch 
die Gleichung 

^ fß 4- 1) = ^ ß -I- (6) 

welche einen speciellen Fall des distributiven Gesetzes dai’stellt, 
recurrirend definirt werden. Denn hienach ist ^(14-1)=^. 1 4" ^ 
also ^.2 = ^ + A, und es hi A. 2 bestimmt, da die Addition 
eine bestimmt ausführbare Operation ist. Ferner ist A{2 4- Ij = 
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A.2 A also A.‘i — A.2 + A, und chenfalls bestimmt u. s. f. 
Da.s Product ist eindeutig und ändert seinen Werth, wenn ihn der 
eine Factor ändert, während der andere constant bleibt. 

Hienach würde sich der Beweis des als Typus eines apodictischen 
Urtheils gebräuchlichen Satzes 2.2 == 4, so gestalten; 2.2 = 2 (1 + 1) = 
2. 1 + 2 = 2 + 2, und 2 + 2 = 2 + (l + 1) = (2 + 1) + 1 = 3 + 1 = 4. 

Um nun das distributive Princip in seiner Allgemeinheit dar- 
zuthun, nehmen wir an, es gelte: 

A{B-^l^ = AB-\-Ar (7) 

dann ist 

A\B + (/’+ l)] = A[{B + /') + = + r) + ^ 

=AB +AT+A 

wenn man successive (1), (G), (7) anwendet; nach (6) aber hat 
man schliesslich 

A^B + {r + l)] = A B + A {r + l) 

womit denn die Allgemeinheit von (7) erwiesen ist. 

Was die andere Hälfte des distributiven Principes 

(A + B)r = Ar+Br (8) 

betrifft, so sei (8) erfüllt; dann ist nach (6), (8), (4), (6) 

{A + B){r+l)^iA + B)r+(A + B)=Ar + Br + A + B 
= Ar + A + Br+B=A{r+ i) + ß(r+ 1). 

Da (8) für /' = 1 gilt, so gilt sie daher allgemein , und damit das 
volle distributive Princip. 

Es sei ferner 

A{BD=- {A B) r (9) 

so ist successive nach (6), (7), (9), (6) 

AlB(r+ 1)}=A {Br + B}=A (B D + AB=(AB) r + A B 

= AB(r+l) 

womit (9), da (B.l) = (A B).l ist, das associative Princip be- 
wiesen ist. 

Es sei l.A =^A (10) 

so ist nach (6X (lOX (6) 

l.(^ + = + ^ = + 1=(A+ l).l 

und da 1 . 1 = 1, so gilt (10) allgemein. Wenn ferner 
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A.n = B.^ ( 11 ) 

BO ist nach (8), (11), (6) 

{A+\)B = Aß+B = BA + B=B{A + l) 
und es gilt die Gleichung (11) allgemein, da sie für A='\ gilt, wo- 
mit das commutative Priiicip in seiner Allgemeinheit enviesen ist. 
Führt man schliesslich noch den Modul 0 der Addition dm’ch 
A + 0 = A 

ein, dessen Multipheation durch 

^. 0==0 

bestimmt wird, so hat man in den Zeichen 0, 1, 2, 3, 4... ein Zahlen- 
system, innerhalb dessen solche Oi^erationen, denen die charakte- 
ristischeu Eigenschaften der Addition und comrautativen Multi- * 
plication zukommen, seiner Bildungs weise nach stets ausgeführt 
werden können, ohne dass man aus dieser Zahlenreihe jemals her- 
auszutreteu hätte. * , 

Den Gedanken, die Additions - und Multiplicationsregeln, sowie es hier 
geschehen ist, abzuleiten, verdankt iflan im Wesentlichen Grassmasn (Lchrb. 
d. Arithmetik). 



§. 10 . 

Die negativen ganzen Zahlen. 

Bezeichnet man mit (ß — A) eine Zahl, w^elche der Gleichung 

(ß— ^)-f-^ = ß (1) 

genügt, so ist dieselbe zufolge der Additionseigenschaften- eindeutig 
bestimmt und es ändert sich das Resultat der Subtraction (ß — A), 
wenn sich eines der Glieder ändert, während das andere con- 
stant bleibt. 

Es gibt jedoch solche Zahlen, welche man (ß — A) gleich 
setzen kann, in imserer bisherigen Reihe der absoluten ganzen 
Zahlen nur dann, wenn B in der Reihe auf A folgt. Geht ß da^ 
gegen A vorher, so ist die Subtraction in diesem Gebiete unmög- 
lich; soll daher ein Zahlengebiet geschaffen werden, in welchem 
jede Subtraction absoluter ganzer Zahlen möglich wird, so müssen 
wir (ß — A) in letzterem Falle als ein neues Zeichen ansehen, 
dessen Bedeutung in der Art und Weise erkannt wird, in der 
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es mit anderen seiner Art oder mit den ganzen Zahlen des §. 9 ver- 
knüpft wird. Wir definiren die Addition dieser neuen Zeichen unter 
sich und mit denen des §. 9 durch die Gleichung (1) des §. 5 

U- B) + {r — J) = {A + r)~{B + J) (2) 

Dann gelten, wie in §. 5 gezeigt ist, alle zum Begriffe der Addition 
gehörigen Rechnungsregeln, und wenn man 

{A-B) = -{B- yt, (3) 

setzt, so wird das Gebiet der bisherigen positiven Zahlen + 1, -f- 2, 
+ 3, . . . erweitert, mdem zu ihnen die negativen Zahlen — 1, — 2, 
— 3, ... hinzutreteu (vgl. §. G). 

Wa-s man unter dem Producte einer negativen und einer posi- 
tiven, oder zweier negativen Zahlen zu verstehen habe, werden wir 
nach dem Princip der Permanenz bestimmen, indem wir ent- 
sprechend den Gleichungen 21 bis 23 in §. 7 



(-A) r = 


— Ar 


(4) 


A (- /’) = 


— Ar 


(ö) 


{-A){- r) 


= A1' 


(6) 



setzen. 

Es kann gegenüber einer sehr allgemein verbreiteten Ansicht nicht scharf 
genug hervorgehoben werden , dass diese Gleichungen in der formalen Mathe- 
matik nimmermehr bewiesen werden können; es sind arbiträre Conven- 
tionen zu Gunsten der Erhaltung des Formalismus im Calcul. (Betrachtet 
man dagegen die Zahlen als Repräsentanten der Punkte einer Geraden , oder, 
wie man auch abstracter gesagt hat, des Fortschrittes, so kann man freilich, 
wie bekannt, die Gleichungen erweisen.) Sind aber diese Conventionen ein- 
mal geschlossen, so folgen daraus alle anderen Gesetze der Multiplication mit 
Nothwendigkeit. 

Zunächst geht aus diesen Definitionsgleichungen des Productes 
seine Commutativität hervor. Das distributive Princip wird man 
ableiten können, wenn man folgende Fälle unterscheidet: 

1) Ist ^ J3, so ist zufolge des für positive Zahlen geltenden 

distributiven Gesetzes: 

A r=[(A — B) -\- B\ r ^{A — B) r+BF 
also {A — B)I'=Ar—Br 

und somit nach (4): 

[A-\-{- B)] r= Ar + {— B) r. 
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2) Ist A <C. B, so ist zuvörderst nach (3); 

{A- B)=^ — {B-A) 

also nach (4): 

{A — B) r= — {B — A) r 

und da, wie im analogen Falle eben gezeigt 

{B — A)r=Br—Ar 

soist (A — B) r= ~{B r - A n = A r— B l' 
oder {A + {— B)] I’ = A r + (— B) F. 

3) Man hat nach 16 in §. 6 

A) + i-E)]^-{A + B) . . 

also {(— A) + (— B)\ r = — {A + B) I' = — (AI'+ B /*) 

= — A r — B r = {— A) r + i—B) r. 

Somit ist das Gesetz : 

(a + Ä)r=ar+ÄF 

wenn a, b positive oder negative Zahlen sind, allgemeinerwiesen. 
Daraus folgt weiter: 

(a -f b) (— /■) [(a + b) /’] = -[ar+b /'] 

= — ar—br = a{—r) + b{—r) 

womit denn, da die Grundgleichungen die Existenz der commuta- 
tiven Eigenschaft sofort lehren, das distributive Princip in seinem 
ganzen Umfange dargethan worden ist. Das associative Princip 
ist in den verschiedenen Fällen ebenso leicht zu erweisen: Man hat 

A [B (— r)] = A[—B r] =~A [B /’] 

= A— Br =^[A B]i— r) 

ferner: 

A [(— B) (— /•)] = A [B r] = ABI'= [—AB] (— D 
= [A (— B)] (- n 

schliesslich 

(- A) [(- B) (- D] = {-A)[Br] ABT 

= +[AB]{-r)=[i-A){-B)]{-r) 

Dies sind mit Rücksicht auf die Commutativität alle möglichen 
Fälle. 
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8 . 11 . 

Die Division nnd die gebrochenen Zahlen. 

Die Auflösung der Gleichung 
X B = 

in der A, B positive oder negative Zahlen sind, bezeichnen wir mit 



iC = -7i 



mag sie eine in unserer Reihe der positiven oder negativen Zahlen 
vorhandeTie ganze Zahl sein oder nicht. Im letzteren Falle ist 
jener Rruch ein Zeichen für ein zu der bishengeu Reihe hinzuzu- 
fügendes neues Object, eine gebrochene Zahl, deren Operations- 
regeln in der §. 5 auseinandergesetzten Weise gewonnen werden, 
indem man nach (1) in §. 5 

^ r _ • 

B J BJ ^ ’ 

setzt. 

Auch hier ist ausdrücklich zu bemerken , dass diese Gleichung eine con- 
veutionello ist "und im Gebiete des rein Formalen nicht bewiesen werden kaim. 
Defiuirt mau den Bruch durch die Forderung einer actuellen TheUung, so kann 
dann die Gleichung, wie sich von selbst versteht, demonstrirt werden. 

Dass das associative Princip, ebenso wie das commutative er- 
füllt ist, wurde schon in §. 5 nachgewiesen. Auch genügt die Reihe 
der eingefiihrten Zeichen, um jede Multiplication mid Division von 
Brüchen möglich zu machen. Denn man hat, nach S. 28 



ill 

( 5 ) 



Ajt 

B r 



Was die Addition von Brüchen betrifil, so bestimmen wir sie 
dem distributiven Princip gemäss aus: 



(3 + 3)®^='^'^+'-®' 



einer Gleichung, die wenn , — ganze Zahlen sind, ohne Zweifel 

iS 

gilt, und aus der die andere: 



A . r AA TB 

B~^ A BA 



(^) 
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folgt. Es fragt sich dabei, ob die Addition zweier Brüche ein un- 
zweideutiges Resultat ergibt. Setzt man nämlich für ^ einen da- 
mit gleichen Bruch , dessen Zähler und Nenner aber von A, B ver- 
schieden ist, so muss gezeigt werden, dass jetzt die Summe dennoch 
dieselbe ist. In der That, es ist 

A M 

B N 

nur, wenn M = R A, N = R B ist; dann aber ist nach (2) 

Ra. r^JtAj-\-RBr 
R B' A ^ Rbj 

und nach dem distributiven Principe 

R(Aj + Br) = RAj+RBr 

also 4 - L = ^ r , 

Rb j Bj ■ 



• Dass die Addition associativ ist, kann leicht gezeigt werden ; 
denn es ist 




A , rz-f EA ■ 
B AZ 



AAZ4-BrZ+BAE 

B A Z 

Id. 4- 4- d — ^ + nr I R 

_ A A Z 4- BF Z4- B A E 
HA Z 

Dass ferner allgemein das distributive Princip 

id.4.L\d—iL £ 

\B a) Z B ‘ Z A Z 

gilt, ersieht man aus 

(d. 4- L\ £ = AA 4- BE E 
\B A ) Z B A ‘ Z 

AAE4-BrE AAE . BEE _AE . EE 

B A Z ' BAZ'^ BAZ BZ~^ AZ 



Die ganze doppelte Reihe der Objecte, welche die gebrochenen 
Zalden bezeichnen, kann aus einer einfachen Reihe, der der reci- 
proken durch multiplicative Verbindung mit den durch die ganzen 
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Zahlen dargestellten, abgeleitet werden, da aus 13 in §. 7 hervor- 
geht, dass 




gesetzt werden kann. 

Wir haben somit auf eine geaetzmässige Weise eine Reihe von Zeichen, 
die rationalen positiven und negativen Zahlen aus der numerischen 
Einheit durch Addition, Subtraction, Multiplication und Division ent- 
wickelt, so dass für jede dhrch diese Operationen geschehende Verknüpfung 
zweier Zeichen wieder ein zusammenfassendes Zeichen vorhanden ist, welches 
überall an Stelle der Zeichenverknüpfung selbst gesetzt werden kann. Die 
ganze Aufgabe des Zahlensystems besteht eben in dieser Zusammenfassung 
oder, wenn man will, symbolischen Darstellung. Wenn eine Reihe von Ob- 
jecten gegeben ist, auf welche gewisse Operationen angewandt werden können, 
die den zuvor auseiuandergesetzten Regeln genügen und welche in bestimmter 
Weise den Zahlen entsprechen, so dass zwei Objecte immer aber auch nur 
dann gleich sind, wenn in vorstehender Weise die als Zeichen derselben die- 
nenden Zahlen einander gleich sind, so können die Zahlen, so lange es sich 
eben nur um die Verknüpfung jener Objecte — seien diese Substanzen oder 
Relationen — bandelt, als Repräsentanten der Objecte selbst angesehen wer- 
den und es kann an Stelle der in stetem Vorstellen der Objecte selbst vor- 
schreitenden Operation, ein Operiren mit Zahlen gesetzt werden , welches man 
Rechnen nennt. 



§. 12. 

Die höheren Operationen und die irrationalen Zahlen. 

Es fragt sich, oh das Zahlensystem, das wir geschaflen haben, 
vollständig ist oder nicht. Gewiss ist es insofern vollständig, als es 
keine Aufgaben aus den 4 Species gibt, welche nicht durch ein Zei- 
chen desselben gelöst werden können. Andererseits aber gibt es 
Aufgaben, welche ihre Lösung in ihm nicht linden, z. B. wenn die 
Zahl X gesucht wird, so dass a; a; = 2, so wird keine passende Zald 
gefunden werden können, ebensowenig, wenn x x = — 1 sein soll. 

Dass eine diesen Gleichungen genügende Zahl überhaupt un- 
mögUch sei, kann (vgl. S. 6) nicht behauptet werden. Zahlen sind 
Zeichen, denen etwas Reales entsprechen kann; ob es aber ein sol- 
ches gibt, das mit sich selbst multiplicirt, -|- 2 oder — 1 gibt, kann 
nur durch die Betrachtung des Realen selbst entschieden werden. 
Unsere Aufgabe kann es hier nur sein, neue Zeichen zu schaffen 
für jene möghehen oder unmöglichen Realen. Wir bezeichnen die 
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Lösung der Gleichung xx = A mit und nennen sie eine 

irrationale Zahl. Es ist dann fraglich, was die Multiplication be- 
deute, d. h. welchen formalen Gesetzen sie genüge. Da eben nur 
in dem Falle f/Zi = A die Bedeutung des Productes bestimmt 
ist, so steht es in unserer Willkühr, welche Gesetze wii' z. B. der 
Verknüpfung B unterlegen wollen, für welche in unserer bis- 
herigen Reihe ein Zeichen im Allgemeinen nicht vorhanden ist. Das 
Princip der Pennanenz formaler Gesetze würde uns bei der Fest- 
setzung der Bedeutung des Productes zu leiten habeu, und es 
zugleich möglich machen, jenes Zeichen auch dann beizube- 
halten, wenn^ eine Quadratzahl, also eine Zahl unserer obigen 
Reihe ist. 

Hätten wir nun auch so die 4 Grundoperationen solcher Grössen 
^ A untersucht, so wäre damit in der That noch nicht viel ge- 
schehen; denn sogleich entstehen weder neue Fragen nach den 
Zahlen, welche Gleicliungen wie xx = ^ZÄ genügen, und für welche 
wiederum neue Zeichen gegeben werden müssen, ferner nach den 
Gesetzen der Verbindung aller dieser neuen Zeichen von Irrationali- 
täten untereinander, welche möglicherweise Zahlen aus der oben 
gebildeten Reihe der positiven und negativen ganzen und gebroche- 
nen Zahlen ergeben können u. s. w. Es ist klar: Man wird ver- 
zichten müssen, alle Aufgaben, welche die Einführung neuer Zeichen 
erfordern würden, vollständig und erschöpfend zu betrachten; man 
würde sich in ein ungeheures Labyrinth verirren, wenn man den 
bisherigen Gesichtspunkt der rein formalen Zahlenbildung aus- 
schliesslich festhalten wollte. Es stellt sich vielmehr das Bedürf- 
niss ein, den elementaren formalen Verknüpfungen der Zahlen eine 
actuelle Bedeutung unterzulegen, um zu sehen, ob es irgend etwas 
Reales gebe, welches der Auflösung der Gleichungen x x =A u. s. f 
entsprechen könne. 

Das Irrationale, was uns hier entgegengetreten ist, in der rein formalen 
Mathematik durch den Grenzbegriff dem Rationalen zu interpoliren , scheint 
mir der Jsatur der Sache deshalb ganz unangemessen, weil eben ein solcher 
Grenzbegriff auf der Vorstellung des Kleinen und Grossen, welcher unserer 
Entwickelung durchaus fremd ist, und der Anordnung unserer Zahlen in eine 
stetige Reihe beruht, welche schon den Begriff der extensiven Grösse in- 
volvirt. 

Jeder Versuch, die irrationalen Zahlen formal, und ohne den Begriff der 
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Grösse zu behandeln, muss auf höchst abstruse und beschwerliche Künsteleien 
führen, die, selbst wenn sie sich in vollkommener Strenge durchführen liessen, 
wie wir gerechten Grund haben zu bezweifeln, einen höheren wissenschaft- 
lichen Werth nicht haben. Denn überall ist es Sache der systematischen 
Wissenschaft, sich der wahren Grundlagen der natürlichen Entwickelung der 
Ideen klar und bewusst zu werden, nicht aber den Organismus mit seiner 
immer frischen l’roductionskraft durch eineu, wenn auch scharfsinnig con- 
struirten, doch todten und unproductiven Mechanismus ersetzen zu wollen. 

Ich denke, dass ich mich im Vorstehenden, trotz der Abweichung von dem 
Gewöhnlichen, nicht dieses Fehlers schuldig gemacht habe. Mein Ent- 
wickelungsgang ist der Natur der Sache durchaus angemessen. Nachdem die 
Schwierigkeiten und l’aradoxieen, welche die gewöhnliche Ansicht von dem 
Wesen der Zahlen als Grössen notliwendig mit sich führt, klar und bestimmt 
fixirt waren, habe ich dem Zwecke gemäss, der zur Einführung des Negativen, 
Imaginären und allgemein Complexen veraulasste, das Princip der Perma- 
nenz der arithmetischen Gesetze aufgestellt, den natürlichen Ausdruck des 
im Laufe der Zeit erweiterten Begriffes von Zahlen und Formeln. Mittels 
dieses Principes war es möglich, an Stelle des zunächst liegenden Begriffs 
einer Zahl, als des Ausdrucks der actuellen Relationen von Objecten und deren 
Operationen, den allgemeineren Begriff formaler, bloss im Gebiete des logischen 
Denkens sich bewegender Operationen und aus der mentalen Verknüpfung von 
Objecten hervorgehender Zahlen zu setzen, welche zunächst inhaltsleer, rein 
die abstracten Formen des zuammen fassenden Denkens des Un- 
stetigen sind. 

Jetzt aber hat uns der dialectische Process wieder auf unseren Aus- 
gangspunct zurückgeführt. Das Irrationale verlangt zu seiner systematischen 
Fassung den Grössenbegriff. 
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VIERTER ABSCHNITT. 

Die reellen Zahlen in der Grössenlehre. 

§. 13 . 

Begriff der Grösse überhaupt. 

Der Relationsbegrifl' „Grösse“ ist in der reinen Anschauung 
unmittelbar gegeben. Er bedarf daher nicht einer metaphysischen, 
sein Wesen vollkommen erfassenden Definition , sondern nm- einer 
Exposition. 

Mathematische Definitionen haben , soweit sie nicht Fixirung des Sprach- 
gebrauches betreffen, nur diejenigen wesentlichen Eigenschaften des zu Er- 
klärenden anzugeben, welche zur weiteren Entwickelung und zur Verknüpfung 
seines Begriffes mit anderen nothwendig erscheinen und sind daher trotz 
ihrer, häufig den logischen Gesetzen einer guten Erklärung zuwiderlaufenden 
Form (s. in Euklid’s Eiern, besonders die Definitionen I, 1, 2, 5; V, 4, 5), zu- 
lässig, auch wenn sie die Kategorie, zu welcher der Begrifl' des zu Erklären- 
den gehört, nicht genauer bezeichnen. 

Was den Begriff Grösse betrifft, so werden wir hienach den Begriff der 
Quantität nicht zu definiren haben, wohl aber des Quantum — beide sind in 
dem Wort „Grösse“ mit einander vereinigt. Nicht was Grösse sei, sondern 
vielmehr was „gross“ sei, bedarf für uns einer Festsetzung. Eine Analyse des 
Gebrauches, den Ecxlid , der unübertreffliche Altmeister strenger mathemati- 
scher Methode, von dem Begriffe des Grossen macht, gibt folgende Definition : 

Grösse heisst ein Object, wenn es grösser, kleiner 
als ein' anderes, oder ihm gleich ist, und in letzterem 
Falle ihm überall substituirt werden kann; wenn es 
ausserdem durch wiederholte Position vervielfacht 
(und getheilt) werden kann. 
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(ileicliiirtig heis.scn Grö.ssen, wenn die eine vervielfältigt, die 
andere übertrefTen kann. 

§. 14. 

Die ganzen Zahlen in der («riissenlehre. • 

Unter der Suninus zweier Grössen n und h vei'stelit man eine 
neue Grösse, welelic aus ihrer Synthesis als Resultat hervorgeht 
und jene beiden in sich enthält. Wir bezeichnen sie mit (<t 4" /<), 
wo jetzt das -|- Zeichen eine actuelle Operation ausdriiekt und mit 
dem früheren fbnnalen + zunächst nicht verwechselt werden darf. 
Die Summe hat {vergl. S. f)4) die Kigeuschaflen 

«+(/'• + c) = (rt + //) + c (1 ) 

« -J- Ä = Ä -)- rt. (2) 

Denkt mau sich ein Object «, eine Görsse, einmal gesetzt und 
bezeichnet dies durch le; dann das.selbe noch einmal gesetzt und 
mit dem ersten vereinigt, so nennt mau das rcsultircnde Object 2 c, 
vereinigt man damit e. noch einmgl und nennt dies de u. s. f., so 
erhält mau die Ihnhe 

le + le = 2e, 2e4~ le = 3e, 3e-|- le = 4c 
allgemein c. + \ e ~ (yi + 1) e. 

Dass man sich hier der fridier angewandten Zeichen 1 , 2, 3 . . . 
und des Zeichens in (y4 + 1) wieder bedienen kann, folgt da- 
raus, dass nichts weiter als eine den formalen Gesetzen des 0 
unterworfene Verknüpfung in diesen Zeichen ausgesprochen ist. 
Dass aber jetzt jene Gesetze in der That für diese Coefficienten 
gelten, folgt leicht aus den Eigenschaften (1), (2) der realen Addition. 
Denn da durch die Addition von yie und ße ein gewisses Vielfaches 
von e entsteht, welches man mit (vf -ft ß) e bezeichnen kann : 

i^ + ß)e^^e + ße (3) 

und nach der Eigenschaft (1): 

-|- {ße -ft />) = {^e -ft ße) -ft I'e 
so ist ^ e -ft (/{ -ft /■) c — {A -ft ß) c -ft I'e 

oder -ft (ß -ft /’)] c = [{A-\- ß) -ft /] e 

so dass aus der assoCiativen Eigenschaft der realen Addition von 

Hftnkel, complexo Zahlen. ‘ 4 
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Grössen die entsprechende der formalen Addition von Zeichen folgt. 
Ebenso ergibt sich das coinmutative Gesetz : 

(^■/ -f- B) <i = (B -f- e aus v/e ■}“ Be = Be yie. 

Ehe wir jedoch die Oper ation {A + B) mit Recht als eine 
Addition he'zeichnen können, muss eine entsiirechende Multiplication 
gefunden werden. 

Rcmerkt man, dass dem Zeichen vfe jetzt die actuelle Ope- 
ration, die man als mehnnaligc! Setzung oder Vervielfachung be- 
zeichnet, zu Grunde liegt, so wird man unter A (Be) ein VieUiiches 
von e zu verstehen haljcii, welches man mit A B bezeichnet, so dass 
A{Be) = AB.e, 

eine Bezeichnung, die deshalb erlaubt ist, weil aus der Natur der 
Sache hervorgeht, dass das associative Pi-incip; 

A B.(I'e)= A (B r.e) = A B l'.e 
erfüllt ist; weil ferner aus {A -{-B)c — Ac + Bc der eine Tlieil 
des <listributiveu Principes 

(A + B) re — Are + Bl'e 
und aus dem Grundsätze (vcrgl. S. .55): 

A {h + Ah A c (4) 

der andere Theil des distributiven Principes 

A{Bc + I'e) = A Be + Al e 

oder A{B + r)e = {AB + A /') e 

folgt. 

Somit wären denn die gew’öhnlichen Additions- und Multipli- 
cationsregcln, die sich auf Zahlen beziehen, insofern sie Grössen 
bedeuten, auf die formalen des §. 9 zurückgeführt, und somit die 
erste Amvenduiig der fomialen Zahlen auf actuelle Objecte ge- 
macht. 

Bemerkung über die logische Natur der Zahlformeln. Die iin 
§. unter 1,2, 3, 4 ausgesiiroehcnen Sätze bedürfen noch einer weiteren Kr- 
läuterung, die ich nicht geben kann, ohne das Grenzgebiet der Mathematik 
und Philosophie zu betreten. Um kurz zu sein, werde ich mich nur auf zwei 
Ilauptvertrctcr letzterer Wissenschaft beziehen, auf Kant (Kritik der reinen 
Vernunft, Aiisg. von Rosenkranz und Schubert, Rd. II) und auf John Stuart 
Mii.r. (A System of Logic ratiocinative and inductive, 5. Ausg., die in deut- 
scher Uebersetzung, 2. Auflage, 1862 von J. Schibt. , vorliegt), da des letz- 
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tereii logische Principien besonders bei den Miinnern exactcr Forschung 
ungemeinen Beifall gefunden haben. 

Kant hat sich vielfach mit der h'rage nach dem Wesen und dem Grunde 
der mathematischen Methotle und mit der Natur ihrer Urtheilc beschäftigt. 
Entsprechend seiner Ansicht von der Matliematik als „der Vernunfterkennt- 
niss aus der Construction der Begriffe“ hält er alle mathematischen Urtheile 
insgesammt für synthetisch (S. 702), indem er sie dabei gegenüherstellt 
den analytischen Urtheilen, welch letztere bekanntlich von einem Subjecte 
ein in seinem Begriffe offen oder versteckt liegendes, oder zu ihm gehöriges 
Prädicat aussagen, während die synthetischen ein Subjcct mit einem Prädicate 
verknüpfen, welches in jenem gar nicht gedacht war und durch keine Zer- 
gliederung aus ihm herausgezogen werden kann. Wenn nun die mathemati- 
schen Urtheile synthetische sind, so kann es den Mathematiker als solchen 
nicht interessireu, ob sie wie Kant will, aprioristisch sind, weil sie Notli- 
wendigkeit mit sich führen, welche aus Erfahrüng nicht gewonnen werden 
kann, und zwar abgeleitet aus der reinen Anschauung a priori, die vor aller 
Wahrnehmung in uns angetroffen wird als die Beschaffenheit des Gemüthes. 
von Objecten afffeirt zu werden — oder ob sie , wie Stuart Mii.l meint, „phy- 
sikalische Thatsachen. Resultate der Erfahrung und Beobachtung sind, welche 
auf einer Induction per enumerationem simplicem, auf der Thatsachc beruhen, 
das sie immerwährend wahr und kein einzigesmal falsch befunden worden 
sind.“ (S. a. a. 0. hauptsächlich das IV., V., VI , XXIV. Capitel.) 

Um unserer Seits uns eine klare Ansicht von dem Wesen der Grundsätze 
zu verschaffen — denn über die Möglichkeit, aus diesen analytisch oder de- 
ductiv die weiteren mathematischen Lehrsätze abzuleitcn, ist überall kein 
Zweifel — müssen wir auf einen wesentlichen Unterschied zwischen solchen 
aufmerksam machen. 

Wir wenden uns in dieser Beziehung an Euklid, der in der Edition von 
Greoorv (Euclidis quae suporsunt omnia, Oxford 1703), die fast allen späteren 
Ausgaben zu Grunde liegt, folgende 12 Grundsätze aufstellt; 

1) Was Einem und demselben gleich ist, ist unter einander gleich 

2) Gleiches Gleichem zugesetzt, gibt Gleiches. 

3) Von Gleichem Gleiches weggenommen, gibt Gleiches 

4) Gleiches Ungleichem zugesetzt, gibt Ungleiches. 

5) Von Ungleichem Gleiches weggenommen, gibt Ungleiches. 

ß) Gleiches verdoppelt, gibt Gleiches. 

7) Gleiches halbirt, gibt Gleiches. 

8) Was einander deckt, ist einander gleich. 

9) Das Ganze ist grösser als sein Theil. 

10) Alle rechten Winkel sind einander gleich. 

1 1) Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten werden, dass die 
beiden inneren au einerlei Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als 

4 * 
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^ zwei Rechte sind, treffen penüRen<l verlängert an derselben Seite zu- 
sammen. 

12) Zwei gerade Linien scliliesscn keinen Raum ein. 

Man sollte meinen, dass selbst die oberflächlichste lietrae.htung hier zwei 
wesentlirh verschiedene Klassen von Grundsätzen unterscheiden lässt, deren 
eine (1—9) sich auf Verhältnisse bezieht, die mit dem Regrifl' der Grösse 
westmtlich verknüpft sind, während die andere (19 — 12) geometrische Wahr- 
heiten enthält. Und doch ist dieser Unterschied von tlen meisten Mathema- 
tikern ganz übersehen worden, wie schon genugsam der Umstand beweist, 
dass man beide unter dem einen Namen der Axiome zusammengeworfen hat, den 
El'kuid gar nicht kennt, denn er hat diesen Unterschied auf das schärfste er- 
kannt: In allen Mannscripten, welche F. 1’kvk.vrd zum Zwecke seiner 
vortreftlichen Ausgabe des Evkmi) (Los Oeuvres d’EncMDR , trad. en latin et 
cn frainais. I. Ud. 1814, s. Varianten S. 4ö4) verglichen hat, befindet sich 
der btjrühmte 11. Grundsatz der rarallelentheorie mit den 
Sätzen vom Gleichen und Ungleichen nicht in einer Kategorie 
der xoivid h'ioint, sondern tignrirt als .ötes I’ostnlat UcTrriurc). Der 
10. Grundsatz nimmt ebenfalls in allen die Stelle des 4ten Postulates ein. wäh- 
rend die Handschriften in Rezug auf den 12. Satz schwanken, so dass man 
deutlich sieht, wie ein Missverständniss nach und nach diese drei Postulate 
au eine falsche Stelle gebracht hat, an der sie unbegreiflicher Weise noch 
heute stehen. 

Von den Grundsätzen, die aus der geometrischen Anschauung entspringen, 
kann cs nicht in Zweifel gezogen tverden, dass es synthetische in der Aus- 
drucksweise K.vst’s oder inductive sind, wie sie Stuakt Mii.l nennt: eine 
weitere Discussioii der Natur dieser ist hier für uusern Zweck ohne 

dirccte Redeutung. 

Näher liegt uns die andere Klasse der Grundsätze, die der xona) fvruini 
(notiones communes), deren Unterschied von jeneu Ka.st wohl bemerkt hat. 
„Einige wenige Grundsätze, welche die Geometer voraussetzen, sind zwar 
wirklich analytisch und beruhen auf dem Satze des Widerspruchs; sie dienen 
aber auch nur, wie identische Sätze, zur Kette der Methode und nicht als Prin- 
cipien, z. R. der 9. Grundsatz. Und doch auch diese selbst, ob sie gleich 
nach blossen Regriffen gelteu, werden in der Mathematik nur darum zuge- 
lassen, w'cil sie in der Anschauung können dargestellt w'erden“ (S. 704, vergl, 
auch S. 149); und in voller Uebereiustimmung sow'eit sie in der Ausdrucks- 
weise zwischen Idealisten und Empiriker stattiinden kann sagt Stuart Mii.i,: 
„Einige Axiome KfKLU)’s könnten ohne Zweifel in die Form von Definitionen 
gebracht, oder aus ähnlichen Sätzen abgeleitet werden, wie wenn man statt 
des 8. Axioms die Definition nehmen könnte: Gleiche Grössen sind solche, 
welche so aufeiuandorgelegt werden können, dass sie sich decken und die 
Axiome 1 , 2 , 3 können darnach (Jurch ein eingebildetes Aufeinanderlegen be- 
wiesen werden ... Es gibt indessen auf der Liste der Axiome zwei oder drei 
fundamentale Wahrheiten, welche nicht demonstrirt werden können; hieher 
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gehört der Satz 10, 11 . . (a. a. 0. V, §. d). „AVie andere sogenannte Deti- 
nitionen , so sind dieselben aus zwei Dingen zusanimengesetzt , aus der Erklii- 
rung des Nainens umi aus der Behauptung einer Thatsache , wovon die letzte 
allein ein erstes rrincij) oder eine Prämisse einer Wissenschaft liilden kann“ 
(XXIV, §. ü(. 

Mit diesen Erläuterungen des Wesens der notiones communes wird man 
sich iin Wesentlichen einverstanden erklären können Ein solcher Grundsatz 
spricht ein abstract allgemeines und uothweudiges Gesetz aus, welches in 
allen Grössengebi(‘ten statttindet, und ohne seinen wesentlichen Charakter auf- 
zugeben, in eine Definition verwandelt werden kann, welches ferner einen sol- 
chen Grad von Evidenz besitzt, dass cs durch seine blosse Exposition als 
unzweifelhaft wahr erkannt wird. Dies mag hier, wo nicht die Logik der 
mathematischen Methode überhaupt entwickelt werden soll, genügen. Hecht 
eigentlich aber interessirt uns hier die I''rage, wie es mit den Urtheilen von der 
Form tl.'i — 4 beschaffen sei. 

Kant gibt uns hierauf folgende Antwort: „diiss 7 -p 5 = 12 sei, ist kein 
analytischer Satz, denn ich denke weder in der Vorstellung von 7, noch von 5, 
noch in der Vorstellung von der Zusammensetzung beider die Zahl 12 ... . Ub 
er aber gleich synthetisch ist, so ist er doch nur ein einzelner Satz .... Der- 
gleichen Sätze muss man also nicht A.xiomc (denn sonst gäbe es deren unend- 
lich viele), sondern Zahlformeln neunen“ (a. a. O. 141). Er belehrt uns dann 
weiter, „dass mau über die Begriffe von 5 und 7 hiuausgeheu müsse, indem 
man die Ausidiauung zu Hilfe nimmt, etwa seine 5 Finger und so nach und 
nach die Einheiten der in der Anschauung gegebenen ü zu dem Begriffe der 7 
hiiizuthun .... Der arithmetische Satz ist also jederzeit synthetisch , welches 
mau desto deutlicher innc wird, wenn man etwas grössere Zahlen nimmt, da 
es daun klar einleuchtet, dass, wir möchten unsere Begriffe drehen und wen- 
den, wie wir wollen, wir ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, vermittels 
der blossen Zergliederung unserer Begriffe die Summe niemals linden könn- 
ten“ (S. 703). 

Die Ansicht, nach welcher das Eins-und-eins sowie das Eiu-mal-eins eine 
unbegränzte Keihe von Axiomen, wenn auch Kant vor diesem Namen 
zurückschreckt — aufweist, ist so unangemessen und paradox, dass man kaum 
begreift, wie mau sich bei ihr beruhigen könne. Freilich war Kant's Ansicht 
nicht allein der Ausdruck der von ihm wohlgekuunteu Mathematik seiner Zeit, 
wo Kakstneu als grosser Mann galt; sie ist auch noch der Ausdruck der 
meisten neueren, in anderer Beziehung vortrefflichen Lehrlrticher der Arith- 
metik, in denen von einer Begründung der Zahlformeln auf anderem 
AVege, als an den fünf Fingern nicht die Bede ist. Und wenn mau auf diese 
AVeise auch den Satz 2.2 = 4 begründen kann . so wird man , obgleich Kant 
gerade letzteres vorschlägt, wohl darauf verzichten müssen, den Satz, dass 
1000. lOfX) lOOOÜOO auf diese Art zu erweisen. Mau rühmt es der Mathe- 
matik nach und die aiM)djcti.sche Gewissheit ihrer Sätze beruht darauf, dass 
sie auf einer äusserst kleinen Zahl von independenten Grundwahrheiten de- 
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ductiv ein unendliches Gebäude errichtet; und hier soll fiar eine unendliche An- 
zahl von unter sich unendlich manni;?fach verhundenen Pfeilern das Gebäude 
tragen, obgleich nur ein einziges Bindeglied zu waiikeu braucht, um den ganzen 
stolzen Bau zum Umsturz zu bringen! 

Auch bei Stuart Mill (a. a. U XXIV, §. 5) „ist die in der Definition 
einer Zahl behauptete Thatsache, eine physikalische Tbatsacbe . . . . Wenn 
wir sagen, dass 12“ = 172K, so behauiiten wir, dass, wenn wir im Be.sitz einer 
hinreichenden Anzahl von Kieseln oder von anderen Gegenständen sind, und 
sic zu der besonderen Art von Haufen oder Aggregaten zusammenfilgen, die 
man 12 nennt und diese 12 wieder in ähnlicbe Haufen zusammeubringeu und 
endlich 12 von diesen grösseren Parthien vereinigen: das so gebildete Aggregat 
ein solches sein wird , welches wir 1728 nennen , das nämlich welches entsteht, 
wenn wir das ItXW Kiesel genannte Aggregat, das 700, das 20 und das 8 Kiesel 
genannte zusammenfilgen.“ Dies alles muss zugcstaiiden werden , es ist nur 
die Frage, wie dies zu beweisen ist, da man es schwerlich auf die Probe mit 
den Kieseln aukommen lassen wird. Hierauf hat Stuart Mu.l die richtige 
Antwort: ,.Es gibt unendlich viele Entstehungsweisen einer jeden Zahl, aber 
wenn wir Eine Erzeugungswcisc einer jeden kennen , so kann der ganze Best 
deductiv bestimmt werden .... Wenn wir eine Kette von inductiven Wahr- 
heiten, welche alle Zahlen der Reihe miteinander verknüpft, gebildet haben, 
so können wir die Bildung irgend einer dieser Zahlen aus einer anderen ein- 
fach dadurch bestimmen, dass wir von der einen zur anderen die Kette entlang 
gehen .... Was die Arithmetik zum Typus einer deductiven Wissenschaft 
macht, ist die glückliche Anwendbarkeit von einem so umfassenden Gesetze, 
wie: die Summen von Gleichen sind gleich , oder: was aus Theileu zusammen- 
gesetzt ist, ist aus Theilen dieser Thcilc zusammengesetzt. Diese AVahr- 
heit... muss als eine inductive Wahrheit, oder als ein Naturgesetz von der 
höchsten Ordnung betrachtet werden s . . . Es ist bei allen Rechnungen unsere 
Gewähr. Dass 5 -4- 2 = 7 glauben wir auf den Beweis dieses inductiven, mit 
den Definitionen der Zahlen verbundenen Gesetzes hin. Wir gelangen zu 
diesem Schluss (wie Alle wissen, die sich erinnern, wie sie ihn zuerst lernten), 
indem nur die blosse Einheit auf einmal addirt wird, 5-1-1 — 0, daher 
5-4- 1 -1- l=6-4-l»=7 und da 1 -F 1 = 2, so ist 5 1 -F 1 5 -F 2 = 7.“ 

Diese in der That wissenschaftlich einzig und allein zulässige Idee ist 
dieselbe, welche in vorstehender Entwickelung nicht eiu blosses Apercu ge- 
blieben, sondern ein systematischer Gedanke geworden ist. 

Als Grundsatz bei der Addition ist angenommen worden 

1) (t -F (ö -F c)* = (« -F *) + Ci d. h. : Wenn a, b, c drei Grössen sind, so 
erhält man dasselbe Resultat, ob mau zu a die durch Vereinigung von h und c 
hervorgehende Grösse (i -F c) addirt, oder zu a erst h und dann zu dieser ver- 
einigten Grösse (a -F b) die Grösse c. 

2; « -F ö — -F «1 d. h.: Man erhält dasselbe Resultat, mag man b zu a 
oder a zu b hiuzufügen. 

Um die Summen von mehrmals gesetzten Grössen, also ihre Vielfachen zu 
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hezeidmeii , haben wir ein früher durch formale Vcrkuüpfungsgesetze gebil- 
detes Zeicheiisystem angewandt. Es musste dabei weiter der Satz angewandt 
werden. 

3) dass, wenn a — Ae, b = Be, auch (n + b) ein bestimmtes von der 
Natur von e unabhängiges Vielfaches von e ist, welches wir als das {A -f H>- 
fache bezeichnen konnten, indem wir unter diesijr Verbindung {A -I- B) eben 
vermöge der beiden Grundsätze 1) und 2) die in §.!• formal detinirte Addition der 
Grössen verstehen konnten. Liesen Satz kann man in einer deutlicheren 
Sprache so ausdrücken : Ist a = ,< e, 6 = L e uud a = A e', b' - li e , so 
ist (« -f b) vou e dasselbe Vielfache als («' -4- b') von e und in dieser Form 
wird der Satz von Euklid V, 2, exponirt. 

Diese 3 hier angeführten Grundsätze haben durchaus den Charakter der 
notiones commuues. Sie werden durch eine Explication vollkommen evident, 
gelten für alle Grössengebiete nach der reinen Anschauung der Grösse, und 
können, ohne ihren Charakter cinzubüssen. in Definitionen verwandelt werden, 
indem man sagt : Unter der Addition von Grössen versteht mau eine Operation, 
welche diesen 3 Sätzen genügt. 

Was nun die Multiplication von Zahlen in der Grösseulehre und insofern 
sie ein Vervielfachen bczeichueu, angeht, so erfordert sie den Satz: A {li e) - 
(- / li) e; d. h. wenn b — li e, a — Ab und U = li e , a — A b', so ist a 
dasselbe Vielfache vou e als u von e'. Dies beweist Euklij) V, 3, indem er 
dabei den Satz benutzt: 

4) Ab + Ac = A {b -h c), der in den Elementen V, 1 explicirt ist. 

Sieht man die Beweise der Lehrsätze V, 1 und 2 bei Euklid genauer 

au, so wird man sie von wesentlich anderem Charakter finden , als er allen 
übrigen Beweisen seiner Elemente zukomint. Eis sind gar keine Beweise, 
denn es fehlt ihnen der logische Vordersatz; E'olgerungen werden gezogen, die 
auf keinen Grundsatz zurückgeführt werdeu; es sind keine Dediictioueu, son- 
dern Expositionen oder Inductionen in der Sprachweise der Empiriker. 
Versucht man aber die fehlenden oberen l’rämissen zu ergänzen, so findet mau 
keine anderen, als die von mir unter 1), 2) angeführten associativeu und com- 
mutativeu Priucipieu, die man in versteckter Weise wohl in dem 2. Grundsätze 
des Euklid enthalten, auseheii kann. Ich meine aber, dass eine im Sinne der 
Alten vollkommen strenge und wissenschaftliche Behandlung der Grössenlehre 
überhaupt, das associative und com imitative l’rincip bei der Addition, sei 
es nun als Definition dieser oder als eigentlichen Grundsatz , nicht entbehren 
kann. Beide werden übrigens bei der Behandlung discreter Grössen streng 
genommen in das einzige Axiom 

Ae ^ {B ->r V) e — {A B) e + le 
zusammengefasst werden können (vergl. §. 9). 

Durch die Annahme dieser beiden Grundsätze würde übrigens die Zahl 
derselben nicht vermehrt werden, da man mit ihrer Hilfe die EuKLiD’schen 
Axiome 1 — 9 theilweise aufeinander reducireu kann-, was ohue sie aber nicht. 
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wie man zuweilen gemeint hat (s. z. B. Mill, a a. 0. XXIV, §.5), mög- 
lich ist 

Doch muss ich hemerkeii, dass ich die Untersuchung über die Zahl und 
die Form der Axiome, w'elche der ürosscnlehre noch hiiizuzufUgeu sind, mit 
vorstehenden kurzen Bemerkungen nicht erledigt haben will. Es würde die 
erschöpfende Losung der h'ragc uns von unserem Ziele allzuweit entfernen, da 
in diesem Werke die Lehre von den (irösseu nur insoweit von Interesse ist, 
als sie in Beziehung mit der rein formalen Malliematik tritt. Letztere kennt 
weder noch xoirnl ivvunu ; ihre Operationen sind an sich willkühr- 

lich und die Richtigkeit ihrer Schlüsse hängt von der Möglichkeit und Wirk- 
lichkeit jener Operationen überall nicht ab. 



15. 

Die rationalen Zahlen in der Orössenlehre. 

Sind rt, b zwei gk’icluutige Grös.sen, il. h. also solche, welche 
vervielfältigt einamler iihertrett'eii können, so fragt es sicli, oh man 
die eine derselben b so vervielfältigen köniug dass ihr Vielfaches 

-V b — a ( 1 ) 

wird. Haben «, b ein genieinschaftliches .Maass, von dem 
sie Vielfache sind, d. h. ist a — Mt-, b — X e und ist die Gleichung 

A' iV = .1/ 

in ganzen Zahlen auflösbar, so ist auch die Auflösung jener 
Gleichung (1) oder 

AA'c = d/e 

gefunden. Kann aber die Gleichung X N — M nicht in ganzen 
Zahlen aufgelöst werden, sondern nur durch eine gebrochene Zahl 

m 

im Sinuc des §. 1 1 , so fragt es sidh , wa» mau unter dieser Opera- 
tion Ä zu verstehwi habe. 

Dazu denken wir uns die Einheit c beliebig, z. D. in A^d heile 

* e, so dass 



zerlegbar und bezeichnen einen derselben mit ^ 

X = c oder auch — A’c = e und überhaupt ^ iV = 1 ge- 

setzt werden darf. Unter J/ | hat man dann übereinstimmend 
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mit unseren Bezeichnungen in S- 1-1 fliese (iiüsse ^ e, J/nial ge- 
setzt zu verstehen. Dass 

folgt unmittelbar aus der Natur der actuelleii Theilung und Ver- 
vielfachung, und wenn wir 

setzen, so ist, um die Uebercinstimmung dieses Zeichens ^ mit dem 

in §. 1 1 eingefuhrteu nachzuweisen, nichts weiter erforderlich, als 

dass die allgemeinen Gesetze, welchen diese gebrochenen formalen 

Zahlen unterliegen, jetzt als nothwendige Folgen dos Theilungs- 

hegriftes dargethan werden. 

1 ■* 

Man vergleiche in Ilinsicht dieses Ileweiscs in’s Besondere hicKi-in Vll 
und VIII. Buch, sowie Gkassmann’s I/ehrlmch der Arithmetik .\rt 
l.'lOu, ff. Ich heschriinke mich auf diese lliuweisung, da hier in der That 
keine irgend welche neuen l’riucipien eintreten , denen höheres wisfieiiscliaft- 
liches Interesse, zukiiine, und ich ulierhauiit darauf verzichtet habe, die An- 
wendung der Zahlen in der Grössenlehre ganz systematisch und der tieferen 
Natur des Gegenstandes eutsprechenil, ausführlich zu behandeln. — 

Man pflegt die Verbindung einer formalen Zahl mit einer Grösse c, .i e 
als eine Multi|)lication anzusehen, was dadurch gerechtfertigt ist, dass das 
distributive Princip zum Theil in den Gleichungen 

(-4 H) e = .4 e +]{ e , .4 {b + c) ^ .4 b + .4 c 

enthalten ist. Elienso sieht man die Lösung A’ = — der Gleichung X a — b 

als einen Quotienten an. Wenn gleich dieser Ausdrucksweise nichts wider- 
spricht, so ist sic doch von geringem Werthe, da jener Multi])licafion keine 
.\ddition einer formalen Zahl A und einer Grösse « entspricht; denn A -b « 
hat keine Bedeutung; zu jener Division zweier Grössen aber gibt es im Allge- 
meinen keine entsprechende Multiplication a.b. 

Man nennt Ae eine benannte Zahl, ein Ausdruck, den wir jedoch um 
allen Verwechselungen zu entgehen, nicht weiter anwenden werden; in unserer 
Sprachweise würde Ae eine actuelle Zahl heissen, während die Zahl , die 
man in der Arithmetik gemeiniglich als absolute bezeichnet, in gewissem 
Sinne mit unserer formalen zusammenfällt. 

Man sieht, wenn man das bisher erläuterte zusammenfasst: 
Wenn A irgend eine ganze oder gebrochene rationale formale Zahl 



Digitized by Google 




58 



IV. Dio reellen Zahlen in der Grössenlehre. 



bezeichnet, so wird durch A c eine actuelle mit e vorzuiichmeude 
Operation angedeiitet, welche, wenn die Grös.se e eine willkiihrlich 
tlieilbiue ist, ininier ausgefuhrt werden kann, und auf eine be- 
stimmte neue Grösse liihrt. Die Operation der realen Addition 
zweier Grössen A e, B e, sowie das Vervielfacheu und Theilen der 
Grösse A e, können ereetzt werden durch die formale Addition, 
Multiplication und Division formaler Zahlen, der Coefticienten A, B. 

§• lö- 

Die irrationalen Zahlen. 

Im Vorstehenden haben wir die Gleichung 
A'Z. = a 

unter der Voraussetzung, dass h und a cömmensurabel sind, auf- 
gelöst. Sind aber diese gleichartigen Grössen a, b incommeu- 
surabel, so gibt es in unserem Systeme überhaupt keine Zahl, 
welche die Aufgabe löst. Mau kann dann rationale Zahlen M, N 
so bestimmen, dass 




kleiner als irgend eine gegebene kleine Grösse ist. Die Operation, 
welche durch A" dargestellt wird, kommt also der Theilung und 

Vervielfiichung, welche in ^ ansgedrückt ist, im Resultat so nahe 

als man will, ohne jedoch je mit ihr zusanimenznfallen. Da A' b 
M 

als eine, mit 0 verwandte Operation erscheint, so nennt man A' 

ebenfalls eine Zahl, eine irrationale, für welche in unserem 
Systeme kein Zeichen vorhanden ist, und welche eben nur duich 

X = ^ bezeichnet werden kann. 
b 

Ausser dieser Aufgabe, der Division incommensurabler Grössen, 
gibt es noch eine unbegrenzte Anzahl anderer, z. B. Wurzelaus- 
ziehungen, Grenzwerthe von unendlichen Summen, l’roducten, 
Kettenbiüchen u. s. w. , welche in unserem Systeme der rationalen 
Zahlen einer Lösung nicht fähig sind. Wenn es aber rationale 
Zahlen gibt, welche der gestellten Fordermig beliebig genau ge- 
nügen, so wird man die Aufgabe als durch eine hratiouale Zahl 
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lösbar aiiseheii, der an der zu Grunde gelegten Einheit eine Opera- 
tion entK])iielit, welche Theilungen und Vervieindtigungen wenig- 
stens verwandt ist. 

Das Piyncip der Permanenz wird uns hier sofoii die lledeutung 
der Summe, des Productes von irrationalen Zahlen mit um so 
grösserer Leichtigkeit gehen, als das Resultat der Verknüpfung von 
irrationalen Zahlen unter einander oder mit rationalen, dem Resul- 
tate der entsprechenden Verknüpfung heliehig naher rationaler 
Zahlen auch immer heliehig nahe kommen muss. Eine einfache 
Exhaustionsmethode, hei deren Ausführung wir hier nicht zu ver- 
weilen hrauchen, gibt dann den Satz, dass für irrationale Zah- 
len genau dieselben Operationsrogein als für rationale 
gelten. Somit ist mit einem Schlage die in §. 12 gelassene Lücke 
ergänzt. 

Die lationalen Zahlen im Verein mit den zwischen sie inter- 
pohrten und ihre Reihe zu einer stetigen vervollständigenden irratio- 
nalen nennt man die reellen Zahlen. 

Die von einer irrationalen Zahl f^eforderte Operation kann als möglich 
gedacht werden, wenn das System der gleichartigen (irössen, mit dem wir 
oi>erireu, ein stetiges ist. Dann wird es eine Reilm von Zahleno]ierationen 
gehen, welche, so lange sie noch nicht in’s unendliche fortgesetzt ist, immer 
noch von der verlangten abweicht, aber ihr immer und unbegrenzt näher 
kommt. Die verlangte Operation kann dann durch die ideale Aäjllendung einer 
nnendlicheu Reihe von Zahleno])erationen ausgeführt gesetzt werden. Inso- 
fern nun eine solche unendliche Fortsetzung eben in ihrer Vollendung unfass- 
bar ist, und jederzeit auf einen Widerspruch führt, müssen wir behaui)teu,' 
dass die irrationalen Zahlen unmöglich sind, so lange nicht ein Mittel gefunden 
ist, solche auf andere Weise als durch Theilupg und A'ervielfachung und über- 
haupt durch Zahlenoperationen darzustellen. Ein solches Mittel bietet 
nun die Geometrie in ihren von jedem Zahlhegriff unabhängigen Grössen- 
operationen dar, aber nur indem sie den Regriff des Stetigen, in dem eben 
jener Widersi)ruch versteckt ist , als einen gegebenen ansicht Das reine , von 
jeder Anschauung losgelöste Denken kann das Unendliche nicht erfassen, die 
formale Zahlenlehre nicht das Irrationale. Die Ansclntuung aber bedarf des 
Stetigen: Die Geometrie beweist die Existenz des Irrationalen. 

Während wir die rationalen Zahlen auf eine gesetzmässige Weise aus 
einer Einheit durch Vervielfachen und Theilen bilden, sie dem entsprechend 
principmässig bezeichnen und aus einer geringen Anzahl von Zeichen (im 
dekadischen Zahlensysteme von 10) zusammensetzen konnten, so können die 
irrationalen Zahlen durch ein solches Verfahren nicht, sondern nur durch ein 
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stetiges Ui)eriren an der Einheit gew nnen werden und entziehen sich daher, 
weil sie nicht discret zum Dewusstsein küiiimeii, einer solchen systemati- 
schen Kezeichuung mit Nothwendigkeit. Nur gewisse Klassen von 
irrationalen Zahlen, z li. y'r), J- ‘d -t- weichein einfachen Be- 

ziehungen zu rationalen stehen, können wieder nach einem bestimmten Princip 
bezeichnet werden. Im Allgemeinen wird man sich irgend welcher Ziücluui 
für irrationale Zahlen bedienen müssen; für gewisse Irrationalen hat man in 
7!, e, u. s. w, recijdrte Zeichen, die erst ihre Bedeutung erhalten, indem man 
z. B. e durch die unendliche Reihe : 



e= 1-1- 





1 

2.3 A 






delinirt. Der Begriff der unendlichou Reihe, überhaupt der Grenze, ist, 
nachdem wir den Begriff der Grösse eingeführt haben, welche schon eine 
vollendete an sich ist, und nicht erst durch diesen Summationsprocess erzeugt 
werden soll, nicht mehr unzulässig. 

Die Alten haben die Schwierigkeit, welche es hat, von discreteu Grössen 
und deren begritnichem .Ausdruck, den Zahlen als „einer aus Einheiten be- 
stehenden Menge’* (deren Eigenschaften im Vll.— IX. Buche von Eukud’s Ele- 
ment(‘ii behandelt sind» zu den stetigen Grössen, welche in einer dem trans-., 
scemlentalen Schema des Extensiven vollkommen adäipiateu geometrischen 
Form und mit besonderer Rücksicht auf geometrische Grössen, im V. 
und X. Buche der Eleiminte behandelt sind, überzugeheu, für so gross ge- 
halten, dass sie das Irrationale dem Zahlhcgrilf gar nicht unterordneten, viel- 
mehr ausdrücklich behaupteten: „Incomniensurable Grössen verhalten sich 
nicht wie Zahlen zu einander“ (^Eukxid’s Eiern. X, 7, vergl. S. llü). Die Auf- 
hebung dieser Beschränkung des Zahlbegriffes, die den .Viten unmöglich 
schien, seit dem lü. Jahrhundert aber mit grosser, ja man kann wohl sagen, 
allzugrosser Leichtigkeit und ohne allen Widerstand durcligeführt wurde, hat 
die Functiouenlehre und damit die ganze neuere Mathematik möglich gemacht 
und deren Charakter bestimmt. Wenn es wahr ist, dass, wie Whuwell meint, 
das Wesen der Triumphe der Wissenschaft und ihres Eortschrittes darin be- 
steht, dass wir veranlasst werden, .Ansichten, welche unsere Vorfahren für 
uiibegreirtich hielten und unfähig waren zu begreifen, für evident und noth- 
weudig zu halten, so war die Erweiterung des Zalileiibegrifles auf das Irratio- 
nale, und wollen wir sogleich hinzufUgen, das Imaginäre, der grösste Fort- 
schritt, den die reine Mathematik jemals gemacht hat. 



17 , 

Die negativen Zahlen in der allgemeinen Grössenlelire. 

Ilabcii wir nun im Vorstolieiiduu die Division vorgeuoniiuen, 
und wurden wir durch die Absicht, sie tillgemeiu aAtszuluhreu, auf 
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die gebrochenen Zahlen gefiihrt, so gehen wir jetzt über anf die 
Lysis der Addition von gleichartigen (Irössen, welche durch ^ c, 
Ul’... dai'gestellt werden können, wo R positive Zahlen sind. 

Die Gleichung 

a- Re — Ae. 

wird stets auflösbar sein, wenn R e <C.A e und gibt x = i^A — R) e, 
wo mm diese DiH'erenz ganz den früheren, formal entwickelten 
R<?geln genügt, und 

x={A — R)e. — A e. — Re 

gesetzt werden kann. Die Differenz (Ae — Re) wird durch die 
actuelle Operation des Wegnehincns der ß Einheiten von den 
realisirt. 

Enthält aber Re mehr Einheiten als Ae, so ist ein solches 
VVegnelnnen im eigentlichen Sinne nicht mehr zulässig, wenigstens 
dann nicht, wenn man unter e eine eigentliche Substanz versteht. 
Dedc'utet aber e, <lessen Inhalt bis jetzt keinen Destimmungen 
untei'legen hat, eine llelation (zwischen Objecten), deren posi- 
tive Setzung ein conträres Gcgentheil in der negativen Sitzung 
hat, so dass eine A malige jiositive Setzung sich mit der A maligen 
negativen im Resultate gänzlich aufheht, d. h. eine Relation eines 
Objectes zu sich seihst gibt, .so kann die Suhtraction allgemein aus- 
gefühit werden (vergl. S. 5). 

Bezeichnet man die zu e entgegengesetzte Relation mit (— e) 
und deren ß malige Wiederholung mit ß ( — c), während die 
ursprüngliche Relation mit -|- e bezeichnet werden kann , so wird 
die Gleichung 

X -)r Re = A e 

durch X = A e R ( — e) in dem Ealle, dass R A e. ist ge- 
löst. Bezeichnet man aber die Lösung der Gleichung ganz allge- 
mein mit Ae — Re, ho hat man R ( — e) = — Re oder = ( - R) e. 
zu setzen, wo man im letzteren Falle das negative auf das R über- 
tragen hat. Hienach darf denn x = {A — R) e als allgemeine 
Lösung jener Gleichung angesehen werden, wenn die Differenz 
(A — ß) ganz die in i;. 10 formaliter dargestellten Eigenschaften 
besitzt, und zwar auch die auf die Multiplication bezüglichen. Denn 
mag A eine positive oder negative Zahl sein, die Sätze über die 



Digitized by Google 




G2 IV. Die reellen Zahlen in der Grössenlehre. 

wiederholte Setzung, das associative und dis-trihutive Priiicip wie 
sie in §. 14 fiir die al)solute Setzung augeiionimen werden mussten, 
gelten jetzt unverändert. 

Wenn auch der liegritf des Negativen aut vielerlei Arten von Grössen an- 
gewandt werden kann (vergl. hierühfu' den interessanten .\ufsatz von Kaxt: 
Versuch den llegritt der negativen Grössen in die Weltweisheit eiuzuführen. 
Samratliche Werke von Rosenkranz und Scul'bekt Bd. I, S. 1 13), so sind doch 
vor allen Dingen die räumlichen und die zeitlichen Vorstellungen geeignet, 
ihn zur klaren Anschauung zu hringen. Namentlich hietet er sich in dem Be- 
griffe der Zeit am natürlichsten dar. Wenn jedoch Hajulton (vergl. oben 
S. 17) meint, man müsse deshalb die ganze Lehre von dem Zahlen auf die 
l’horonoinie hasiren, so scheint mir doch, wenn man einmal das abstracto 
Fundament aufgehen will, die Geometrie viel geeigneter, dies zu liefern; denn 
schon das Irrationale, noch viel mehr aber das Imaginäre, ist in der Zeit etwas 
durchaus nicht Anschauliches, von den vielen anderen Vorzügen der räum- 
lichen Anschauung hier ganz ahzusehen. 

Anmerkung zu den §§. 14 — 17. Es ist von grosser Wichtigkeit zu 
bemerken, dass die erwähiiteu §§. keine Eigenschaft enthalten und enthalten 
können, welche ein, algebraisch gesprochen, additives Setzen von einem multi- 
plicativen untersehiodon ; oder ahstracter, das Zeichen Ae bedeutet nichts 
weiter als eine gewisse an e vorzunchmemle Operation, welche gewissen (ie- 
setzen genügt. Es hat daher nichts Widersprechendes, wenn wir statt A e 
das Zeichen e* gehrauchen, d. h. wenn wir unter c'*, A Factoren e verstehen; 
denn wenn man die Zahlen 1, 2, 3, . . . durch die Reihe: 

e*.«' = e* c' = e“, . . . 

bildet, so darf man 

gZ + « __ gtl 

setzen , wo unter (A -F B) die Summe iii dem Sinne des §. 9 zu verstehen ist. 
Bringt man die Operation B an c-* an, so ist 

zu setzen. Denn die distributive Eigenschaft ist in den Formeln 

(«'•) (.1 + r) — gA n gA r 
[eCA + T = g A r e« r 

erfüllt. Es ist hienach klar, wie die Gleichung 

(e")^ — e-* 

aufgelöst werden kann, und wie auch negative Exponenten zulässig sind, um 
in jedem Falle ausführbar zu machen. 

Man sieht hieraus, dass es in der That nicht genau war (s. S. 57), A e als 
Protluct anzusehen. Denn wenn die Bezeichnung <!'• dafür angewandt, und 
was leicht geschehen kann, eine diesem Zeichen in seiner algebraischen Be- 
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deiitung entsprechende reale OiM'rafion nntergelegt wird, so würde jene Ver- 
knüpfung ganz anderer Natur sein, obgleich sie genau denselben Gesetzen 
unterliegt. 

Es liegt hierin zugleich ein Beispiel vor, wie die formalen Zahlen zur Be- 
zeichnung von höheren Operationen in einem gewissen Zahlengebiet dienen 
können, welchen Gesichtspunkt der Operationscalcul weiter zu verfolgen hat 
(vergl. S. 18). 

( 

5?- 18. 

Das Operationssystem der Enklid'selien Geometrie. 

Der Hegriff der stetigen Grös.se , mit dem wir bisher operirt 
haben, findet sein anseliaulichstes Substrat in geometrischen (ie- 
bilden, der Strecke, dem Eliielienranm , dem körperlielien Iidialt. 
Kill System von Ojicrationen, welches dem der gemeinen arithnu'ti- 
schen 4 Species genau entspricht, und uns ülierdem in den Stand 
setzt, auch die Multiplieation, die im Allgemeinen in anderen 
(i rössengebieten nicht ausfiihrhar ist, an jenen geometrischen 
Grössen mit gewissen Beschränkungen zu, vollziehen, liefert uns die 
Geometrie des Einaiiu; 

Unter einer Summe zweier Strecken a, h versteht man die 
Strecke c, welche durch deren Aneinanderlegen in gerader Linie 
und so, dass eine Strecke ganz ausserhalb der anderen liegt, ent- 
steht. Es leuchtet ein, dass dann : 

a h = h -{■ a, a -|- (Ä -f- c) = (a -f- i) c. 

Unter a — b versteht man die Strecke, welche übrig Ideibt, 
wenn man h von einem Endpunkte des a an so ahtrilgt, dass h 
innerhalb a liegt; diese Operation ist nur möglicli, wenn a h. 

Wie man die Addition und Subtraction auszuführen habe, lehrt Euki.id 
(Elemente I, ‘2 und 3). Es scheint mir, die Commutativität und Associativität 
der Addition der Strecken hätten in strenger Entwickelung als Lehrsätze 
aufgeführt werden sollen. 

Ehe man aber vorstehende Oiierationen definitiv mit jenen 
Namen bezeichnen darf, muss eine der Multiplieation entsprechende 
Ojieration definirt werden können. 

Unter dem Producte a.h verstehen wir das Rechteck, welches 
die Strecken o, h zu Seiten hat, und zwar seiner Fläche nach. 
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Die distributive Eigenscliaft 

a {/> <■) = « Ä -f- rt c 

beweist Euklid II, 1 und da man in diesem Sinne ohne weiteres 
^ a h = h a 

setzt, also die Eläebe nur insofeni IterücksicUtigt, als sie von den 
Streektm selb.st, niebt von ilirer lleibenf'olge abliängig ist, so bat 
mau auch 

(rt b) c = a c h r. 

und es sind somit die Multiidicationsgesetze. enviesen, wenn noch 

U (J) <•) = (rt />) 0. 

Es folgt aber die.se associative Eigenschaft sofort aus der Fest- 
setzung, dass a {b c) = (a b) c = a b c ein reclitwiukliges Parallel- 
epipedum mit den Seiteulängen a, b, c seinem Inhalte nach be- 
zeichnet. Dass dann auch bei 3 Factoren das commutative Princip 
erfüllt ist und dass ebenso das distributive Princip gilt, ist ohne 
Weiteres klar, wenn man sich noch erinnert, dass man (Euklid I, 
42, 43, 44) ein llechteck stets in ein anderes von gegt'bencr CJrund- 
linie verwandeln und daher eine Summe von Rechtecken stets wieder 
als ein solches darstellen kann. Ein Product von 4 Strecken hat 
keine geometrische Bedeutung. 

Der Quotient zweier Strecken muss der Gleichung 




genügen, kann daher nichts anderes bedeuten, als eine gewisse 
Verkleinerung oder Yergrösserung der Strecke b, so dass eben a 
aus ihr hervorgeht, und ist also keine Grösse. — 

Stellt mau durch Vervielfachen und Theilen aus einer Strecke e 
alle anderen dar, so wird man jede solche 

a = ^ e 

setzen können, wo ^ eine rationale Zahl ist; zwischen den so erhal- 
tenen Strecken liegen noch andere, die mit e iucommeiisurabel 
' sind und durch yi e mit irrationalem _A dargestellt werden. 

Ist nun eine solche Dai-stellung der Strecken durch Zahlen 
möglich, so fragt cs sich doch, ob das, was wir Summe üud Product 
zweier Strecken genannt haben, sich auch durch Addition und 
Midtiplicatiou jener Zahlen ausdrüQkeu lässt. 
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Dass dies bei der Addition der Fall ist, bedarf keiner Er- 
örfening. 

So lange A, B rational sind, kann man leicht zeigen, dass.das 
Product der Strecken ira obigen Sinne: 

ah — A e . Be — {A B) e e 

ist, und mau scbliesst daraus auch auf Gültigkeit dieser Gleichung 
für Strecken, die gegen e incommensurabel sind. EI)en.soist immer: 
' ab c = A B r .eee 

und obige Definition des Quotienten liefert den Satz, dass 

n Ae /t 

b H e 7f ■ 

Die den allgemeinen formalen Bedingungen der Addition und Multi- 
plication genügenden EuKUD’scheu geometnseben Operationen 
können somit, weim die Strecken durch A e dargestellt werden, wo 
A eine positive Zahl bedeutet, durch die gewöhnlichen arithme- 
tischen entsprechenden Operationen ersetzt werden : In einem Pro- 
ducte von 2 oder 3 Grössen sind die Factoren e mit ihren Zahlen 
coefficienten jederzeit vertauschbar. Das System der reellen positiven 
Zahlen mit seinen Operationen kann das ganze System von Strecken 
mit seinen Ojierationen vollkommen vertreten. 

Ich hahe mich hier der heute gewöhnlichen Darstellung, welche die irra- 
tionalen Zahlen als Grenzfalle der rationalen behandelt, anschliessen zu sollen 
geglaubt und zwar einzig aus dem Grunde, um nicht ein Kapitel ein- 
schalten zu müssen, welches, den Elementen der Geometrie entlehnt, aller- 
dings in einem vollkommen strengen Systeme der Mathematik nicht fehlen 
darf, welches aber in diesem Werke nicht von wesentlicher Bedeutung wäre. 
Doch können wir die Bemerkung nicht unterdrücken, dass die heut zu Tage 
ühliche Behandlung der irrationalen Grössen in der Geometrie eine der Sache 
nicht adäquate ist, insofern sie in der unnatürlichsten AVeise das Zusammen- 
gehörige trennt und das Stetige, als welches ein geometrisches Gebilde seinem 
Wesen nach erscheint, in die Fessel des Discreten zwingt, welche es dennoch 
jeden Augenblick wieder zerreisst. Es gibt nur einen wissenschaftlichen 
Weg, die Lehre von der Aehnlichkeit , die heute auf die Darstellung der 
Strecken in der Form a — Ae und auf die Rechuungsregeln der Zahlen ge- 
gründet zu werden pflegt, zu behandeln und dieser ist der von Euklid im 
5. und 6. Buche seiner Elemente eingeschlagene — ein Weg, der seit lange 
nicht anerkannt, ja sogar meistens vollständig missverstanden worden ist, der 
aber an Strenge, Eleganz und Sachgemässheit nicht übertroffen werden kann 
Auf diesem erscheint das Irrationale als dem Rationalen vollkommen gleich- 

Hankel, eoiupleze ZahloD. ^ 
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artig; die Aeliulichkeitslehre beruht auf einer Definition der Proportion, welche 
von jenem Unterschiede gänzlich abstrahirt und abstrahiren muss, weil sie die 
Grössen bereits als fertige und nicht durch einen unstetigen l’rocess zer- 
stückte ansieht. Erst aus der Aehnlichkeitslebre ergibt sich der wahre Begriff 
der Zahl welche in der Verbindung Ae eine Strec kung derEinheit r 
in einem gegebenen Verhältnisse ausdrückt. 

Zufolge der Lehre von der Aehnlichkeit muss jede llelatiou zwischen 
Strecken n, b, .. . ihren Producten und Quotienten unabhängig von der Ein- 
heits-Strecke « sein, durche welche alle Strecken a = Ae, b — Be, . .. aus- 
gedrückt werden, muss also zwischen den Zahlen A, /},... selbst stattfinden. 
Hierauf beruht die Möglichkeit der Berechnung geometrisch zu- 
sammenhängender Gebilde auseinander und daher die Möglichkeit der An- 
wendung arithmetischer und algebraischer Sätze auf dieGeo- 
metrie. Wenn Lboendre (Elements de Geom. II. Note) umgekehrt aus der 
vorausgesetzten Anwendbarkeit der Algebra auf die Geometrie die Aehnlich- 
keitslebre ableitcn will, so ist dies ein vaieftov nqottiiov, vor welchem das Stu- 
dium des Euklid die Wissenschaft hätte bewahren können (vgl. MöBrcs baryc. 
Calc.ul S. IfH) und Brewstek Uebersetzung der I<>lemeuts Legendrk’s Note II). 

Verliert die Achnlichkeitslehre ihre Richtigkeit, so ist die Grössen- 
beziehimg von gesetzmägsig auseinander construirten Strecken nicht mehr 
unabhängig von der zu Gründe gelegten Einheit, reducirt sich also nicht auf 
eine Zahlenbeziehung. 

Dieser Fall mit allen seinen paradoxen Forderungen tritt aber ein , wenn 
das EuKLiD’sche Postulat der Parallelentheorie nicht mehr gilt, in der trans- 
scendentalen Geometrie, wie sie von Gauss (bereits im Jahre 1792, s. Brief- 
' Wechsel mit SciniMAcnER, Bd. II, S. 2()9 und S. 431, Bd. V, S. 47), von Johann 
Bolyai (Tentamen juventutem stud. in elementa math. ... introducendi, Maros 
Vasarhelyini 18.32, Bd. I. Appendix) und Lobatschewsky (Geom. Unters, z 
Theorie der Parallellinien, Berlin 1840) entwickelt worden ist. „In dieser 
Geometrie gibt cs gar keine ähnliche Figuren ohne Gleichheit, z. B. die 
Winkel eines gleichseitigen Dreiecks sind nicht blos von “/s R, sondern auch 
nach Massgabe der Grösse der Seiten unter sich verschieden und können, 
wenn die Seite über alle Grenzen wächst, so klein werden, wie man will. . . . 
Hierin ist aber nichts Widersprechendes, wenn der endliche Mensch sich nicht 
vermisst, etwas Unendliches als etwas Gegebenes und von ihm mit seiner 
gewohnten Anschauung zu Umspannendos betrachten zu wollen. — Sie sehen, 
dass hier in der That der Fragepunkt unmittelbar an die Metaphysik streift.“ 
(Gauss, Brief von 1831 , a. a. ü„ Bd. 11, S. 2G9). 
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Die gemeinen imaginären Zahlen. 

§• lü. 

Formale Theorie der imaginären Zahlen. • 

Wurden wir von den positiven ganzen Zalikm ans, durch Ani- 
lösnng linearer Gleichungen auf die negativen Zahlen gefnlirt, so 
gelangen wir durch die Absicht, auch die qiiadratisclien Gleichungen 
in jedem Falle iinflöshar zu machen, nicht allein zu den vorstchends 
heti’achteten irrationalen Zahlen, welche sich interpolirend in die 
lleihe der rationalen einfdgen, sondern mtch zu einer neuen Klasse 
qualitativ verschiedener Zeichen: 

Wir bezeichnen nämlich eine Lösung der Gleichung 
XX = — 1 

mit X — so dass 

i i = — 1. 

Dieses » ist jedenfalls gänzlich verschieden von allen reellen Zahlen ; 
es ist weiter nichts als ein Zeichen für ein eingebildetes, mentales 
Object, welches man die imagin.äre Einheit nennt, dessen eigent- 
lidies Wesen aber in der reinen Theorie ganz unbestimmt bleibt 
und bleiben muss , da wir uns in dieser nur mit seinen formalen 
Verknüpfungen zu beschäftigen haben, deren Gesetze wir nach dem 
Princip der Pennanenz bestimmen werden. Dazu nehmen wir an, 
<lass das Product reeller Zahlen und imaginärer Einheiten asso- 
ciativ und commutativ sei und das distiibutive Princip in der Form 
-}- /<) i^Ai + Bl eGVdlt werde, so dass der Verknüpfung A t 
mit Reclit der Name „Pnaluct“ zugeschrieben werden kann. Wir 

5 » 
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nehmen weiter an, dass + Bi— Bi + yi und definiren die 
Summe duixh: 

B {) + (/• + J i) = {A -f- n + (B + J) i 

Dann ist, wie man sehr leicht ülmi’sieht, das commuhitive und 
associative Priiicip bei der Addition erfüllt; denn es ist: 

M+ßO + (/’+.^ÖH-(h’+^0=M+/') + («+-^)'1 + (fc'+^O 

= [{A + i') + t'] + [(ß + J)+'A * 

= + r + £) + (ß + ./ + z) i. 

Definirt man das Product durch: 

{A + ß /)(/•+ Ji) == A r + AJi+ BI'i+ B Jii 
so ist dasselbe ersichtlicher Weise commutativ; ferner hat man: 

[{A + B i) -h + B 0] [{l'+ J i) + (/•'+ J /)] = 

. [(A + A’) + (ß + B) fj [(/’ + /•) + U + ./) {] = 

={A+A')ir+r') + (A +A') U + J) /+ (ß + ß') (/■+/'')/ + 

+ (ß + ß')U+^)tV 

={Al -\-AJi-^Bri + B. J ii) + {Ar+AA i+Bl 'i+BAi i) 
{A' r A" J i ffl'i+B Jii) 

+ (A' I ’'+ A'Ai + B' r’i+ B'J ii) 

= {A +B i) O'+Ji) + (^ + ß /) (r' + J'i) 

+ {A' + ß' i ) (r + Ji) + {A' b: i){r + n) - 

und dies ist das distributive Princip. Da nach der Definition 
[U + Bi) (r + Ji)\ [E + y.i] = 

= [Ar + {AJ + BI) i + B Jii] [ß + zi] 

= ArE + iAJE+Bl'E + Arz)i 

+ (AJZ+BrZ+BjE)ii+BJZ ii i, 

und das Product 

[A + ß/] [(/•+ Ji)(E + Zi)\ 
dieselbe Entwickelung gibt, so ist auch das associative Princip bei 
der Multiplication eifiillt. 

Wir werden diese Zahlen (A + ß i) im Folgenden meistens 
durch die Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabetes a,h... 
bezeichnen, und sie complexe Zahlen, und zum Unteischiode von 
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anderen die gemeinen oder gewöhnlichen coniplexeii Zahlen nennen. 
Es gelten für sie nach unseren formalen Bestimmungen, welche 
nicht einmal von der Annahme ii= - 1 Gebrauch machen, alle 
^'erknüpfungsgesetze und zwar ausdrücklich auch die commutative 
Multiplication, ebenso wie für reelle Zahlen, nicht aber die Gesetze, 
welche für letztere aus ihrer realen Bedeutung in der Grössenlehre 
abgeleitet werden können, und welche theilweise, wie z. B. der 
Satz ^ > 0 für complexe Zahlen ganz ihren Sinn verlieren. 

Die für reelle Zahlen erwiesene Eindeutigkeit der Addition findet 
auch hier statt; es ändert sich eine Summe, wenn sich das eine 
Glied ändert, während das andere constant bleibt. Denn zwei 
comple.xe Zahlen sind nur dann einander gleich 
^ li t = 1' -|- _/ 1, 

wenn ^ = l \ B = J\ da, weim dies nicht der Fall wäi-e, aus: 

{A — r) + {b — j)i=ü 

sich i durch reelle Zahlen dai-stellen liesse und sein Quadi-at nicht 
— 1 sein könnte. 

Es fragt sich weiter, ob ein Product 

{A ^ B f) (/' + -/<) = £ + ^ i 
verech winden könne, ohne dass einer seiner Factoren Null wird. 
Aus der leicht zu beweisenden Gleichung 

U« + B^) (r* J^) + 2? 

sieht man aber, dass das Vei’schwinden eines Productes stets das 
eines Factors bedingt, wenn die complexen Zahlen reelle Coeffi- 
cienten haben uild die imaginäre Einheit in den Factoren eine rmd 
dieselbe ist. « 

Von fundamentaler Bedeutung für das vorliegende Zahlen- 
system ist olfenbär die Beantwortung der meistens ganz über- 
sehenen Frage, ob und unter welchen Bedingungen das Zeichen i 
überhaupt ein einziges, bestimmtes ist, d. h. ob die Gleichung 
XX» — 1 ausser der Wurzel i noch andere haben kann, oder 
nicht. Es ist zunächst klar, dass, wenn man mit i eine Wurzel 
der Gleichung x x = — 1 bezeichnet, auch x — — i eine Wurzel 
dei-selben ist, und daher die Gleichung 

X X -j- 1 = (x -f- f) (x — t) 

statttindet. 
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All und lÜr sich steht aber nichts iin Wege, nocli andere Zci- 
chen X, als Lüsungen dcrselhen Gleichung, also ■/. z = — 1, 
/A = — 1,... auzunehmen. Solche Zeichen, welche als neue 
imaginäre Eiidieiten anzusehen wären, erhalten aber ihre formale 
Bedeutung ei’st dadurch, dass wir die Regeln festsotzen, nach wel- 
chen mit ihnen zu operiren ist. Neliinen wir nun an, dass auch, 
wenn x einem dieser Zeichen gleich ist, das distributive Princip 
zwischen x und i wenigstens so weit gilt, dass 

{x ■+• i) («• — i) = a; iC -j- ix — x i — i i 

und dass ferner das commutative Gesetz xi=ix gilt, so dass 
auch jetzt (x + i) (x — -i) —x x -|- 1, so wird man trotzdem noch 
nicht behaupten dürfen, dass a; a: 1 = U n ur diurh .c = + i 

erfüllt sei, wenn man nicht die zur Permanenz der Gesetze 
arithmetischer Operationen wesentliche Bedingung hinzutügt, dass 
ein Product nicht Null werden könne, ohne dass einer 
seiner Factoren verschwindet. 

Nur wenn alle diese Bedingungen als erfiillt angenommen wer- 
den, kann man die Lösung der Gleichung x x + 1 = 0 in jedem 
Falle durch eins der Zeichen + i ausdrücken, und ist das Zeichen 
oder die Zahl i in ihrer Bedeutung vollkommen bestimmt. Wärd 
eines dieser Postulate, welche als arbiträre Annahmen er- 
scheinen und eben als solche das gewöhnliche complexe 
Zahlensystem von allen anderen charakteristisch 
unterscheiden, fallen gelassen, so kann die Gleichung xx = — 1 
mehr W^ui’zeln als jene + i haben, Avie sie denn in der That in der 
l'heoiie der (^aternionen , wo alle angegebenen JJeilingungen mit 
.\usnahmc der letzten erfüllt sind , unendlich viele Wurzeln besitzt, 
vergl. §. 30 und §. 45. • 

Jene Bedingung, dass ein Product nur verschwinden solle, wenn 
einer seiner Factoren Null ist, liefert sogleich den weiteren Satz, 
dass ein Product comjilexer Zahlen sich jedesmal ändert, wenn sich 
einer seiner Factoren ändert ; denn jedesmal, wenn h nicht Null und 
ab — ci h ist, hat man (a — a') h ~ 0, so dass u — «' = 0, 
a = a. Dai'aus folgt dann weiter die vollkommene Eindeutigkeit 
der Division in dem gemeinen complexen Zahlensysteme, mit Aus- 
nahme der Division durch Null. 
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Kine Folge dieser Eindeutigkeit ist weiter das eine t'undanien- 
tale Piincip der Algebra, dass eine ganze algebraische Function 
f X = x" -j- aj a;“ ~ -p a, 

den Factor (x — Xj) besitzt, wenn /x, =0, und, wenn sie n 
solche Wurzeln Xi . . . x„ hat, die Function nicht für noch 
irgend einen anderen Werth aus dein gemeinen complexen Zahlen- 
systeme verschwinden kann. Denn bringt man sie in die Form: 
f X — (x — xi) . . . (x — x„) 

so müsste dies Product für x = x„ 4, , Null werden, ohne dass einer 
der Factoren Null wüi de, was der Natur unseres Systemes entgegen 
ist, wäluend in anderen Systemen, z. B. dem der Quaternionen 
neben den u complexen Wurzehi im Allgemeinen noch andere 
Wurzeln bestehen können. 

Historisches. Es ist hier iiiclit der Ort, die aihnähligu Einführung der 
imaginären Grössen in die Algebra historisch zu verfolgen. In der Mitte des 
16. Jahrhunderts traten sie schon bei den italienischen Algebristen als „un- 
mögliche“ auf; der erste, der sie als eigentliche Auflösungen ansah, scheint 
Albert Gibard (Invention nouvclle eu TAlgcbre, Amsterdam 1629) zu sein. 
Die Ausdrücke „reell“ und „imaginär“ in Bezug auf die Wurzeln einer Glei- 
chung kommen zuerst in Descabtks’ „Geometrie“ 1667 vor. Man sehe über 
die ältere Geschichte KlCoels matli. Wörterbuch. Art. Algebra. Der Name 
„complexe Zahl“ für .-/-p Hi und der ..Norm“ für /!-) ist von Gacss 
in der berülmiten Anzeige seiner zweiten Abhandlung über die biquadratischen 
Beste und in dieser selbst, im Jahre 1831 (s. Gacss’ Werke Bd. II) gegeben. 
Der Name des „Moduls“ für j/ A- -h H- findet sich zuerst bei Abgand 1814 
(Gergonne’s Ami Bd. V, S. 208). Der Name „reducirte Form“ für die 
Darstellung A Hi = r (cos q -t- t siu q) ist von Caucuy (Cours d'analyse 
1821) eingefübrt. Wir werden den Factor (cos q. -F i sin q) häufig den Rich- 
tungscoefficienten nennen. 

Waren die complexen Zahlen auch besonders in Edleb’s Händen zu einem 
mächtigen analytischen Werkzeug, und in der Algebra unbedingt nothwendig 
geworden, und hatte auch Caucuy schon eine Theorie ihrer Functionen weit 
ausgeführt, so blieben sie doch „noch immer weniger eingebürgert als nur ge- 
duldet, und erschienen also mehr wie ein an sich inbaltlecrcs Zeicheuspiel, 
dem man ein denkbares Substrat unbedingt abspricht, ohne doch den reichen 
Tribut, welchen dies Zeichenspiel zuletzt in den Schatz der Verhältnisse der 
reellen Grössen steuert, verschmähen zu wollen“. Gauss hat das grosse Ver- 
dienst, durch seine präcise Darstellung (1831 a a. 0.) nnd seine gewichtige 
Autorität alle Bedenken gegen ihre Einführung vernichtet zu haben. Wa.s 
aber die imaginäre Einheit eigentlich sei, ob eine mögliche oder unmögliche 
Grösse, eine Zahl, ein an sich nichts bezeichnendes Symbol,, ein Aficctzeichcn. 
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oder was sonst — mit einem Worte, die wahre Metaphysik des Imaginären liegt 
in den meisten Darstellungen bis lieutc sehr iin Argen und eine Begriffs- und 
Sprachverwirrung, wie die S. 14 dargestellte, kehrt nur allzuoft wieder. Es 
ist hier nicht möglich auf die unzähligen Pi.xpositionen des Begriffes des Ima- 
ginären einzugehen und die von mir systematisch durchgeführte Ansicht pole- 
misch zu vertreten; mehr oder minder komtueii ihr viele scheinbar sehr uahe 
Wie bedeutend sich aber meine Darstellung von der gewöhnlichen, der Sache 
nach, unterscheidet , wird schon zur Genüge aus dem einen Umstand ersehen, 
dass eine Untersuchung über die- charakteristische Bestimmtheit des com- 
plexen Systemes , durch die arbiträre Bedingung , dass ein Product nur durch 
das Null werden eines seiner Factoren verschwinden solle, nirgends gefunden 
wird, obgleich ohne sie kein klarer Begriff von seinem Wesen erlangt werden 
kann. Es fehlt eben meistens an einem allgemeinen Gesichtspunkte; erst 
durch die Behandlung der gewöhnlichen imaginären Zahlen nach denselben 
l*rincipien und in Gemeinschaft mit den höheren complexen Zahlen kann ihre 
wahre Bedeutung in das volle Licht gesetzt werden. 

Die schon S. 17 erwähnte Theorie Sir W. K. Hamilton’s besteht kurz in 
Folgendem; Während sich die gewöhnliche allgemeine Arithmetik mit den 
reellen Zahlen selbst beschäftigt, so kann man eine weitere Algebra der 
„couples“ (A, D) aufstelleu, deren Verknüpfungsgesetze willkührlicb gewählt 
werden können, nur mit Rücksicht darauf, dass sie im Falle li 0 mit denen 
für (jf, 0) = A zusammenfallen. Man setze 

U, B) + (r, A) = {A-^ r, B -F A) 

(A, B) (r, J) = (Ar- B A, A A -F B D 

Dann ist 

(0, 1) (0, 1) = (- 1, 0) = - 1 

also könnte (0, 1 ) = |/ — 1 = 7 zur Abkürzung gesetzt werden, obgleich es 
räthlich erscheint, (0, 1) beizubehalten , da in diesem couple nicht einmal der 
Schein irgend einer Unmöglichkeit vorhanden ist. 

Die Auflösuqg einer quadratischen Gleichung wird so auf die Ermittelung 
zweier reeller Zahlen, X, Y hinauskommen, welche der Gleichung 

(X, Y)« -F (-4, B) (X, V) -F (r, A) = (0, 0) 
genügen. Daraus folgt 

X* — Y- -F ^ X — 71 Y -F r-= 0 
2XY-F^Y-FßX-F*/ = 0 
also z. B. für die Gleichung 

(x,Y)> + A (X,r)-F r=o 

speciell 

X» — Y’ -F ./ X + r= 0, 2 X Y + A V = 0. 

Ist i A^ — r>- 0, so nimmt mau den Factor Y' = 0 aus der zweiten 
Gleichung und löst dann die Gleichung 

X* -F -7 X -F r=i=U 
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in ihre reellen Wurzeln auf. Ist \ 0, so niinnit mau den anderen 

Factor 2 X + ./ — 0 und erhalt iUr Y die üloichung 

V* = /■ - i -P, 

also zur Auflösung der ursprünglichen quadratischen üleichuug ini ersten Falle 

oj 

im zweiten 

(-f 

Das ist H.vmilton’s Gesichtspunkt. Es bedarf aber kaum der Bemerkung, 
dass er durch die nothwendige Trennung in einzelne Fälle überall die .\llge- 
meinheit der Entwickelung beeinträchtigt, und in’s Besondere die allgemeinen 
Sätze der Fuuetionentheorie , welche wesentlich auf einer unbeschränkteu 
Variabilität Einer Veränderlichen beruhen, sich nur widerstrebend dieser 
Fassung unterordnen würden. 

Ganz derselbe Vorwurf einer der Sache nicht adäquaten Behandlung trifft 
die indem „Memoire sur la thöorie des öquivalences algcbriques, substituee ä 
la thöorie des imaginaires“ (Exercices d’anal. et de phys. math. Bd. 4. 1847. 
S. 87) gegebene alleniings scharfsinnige Theorie Caüchy’s, die er zum Ersätze 
seines früheren Galimatias (s. S. 14) vorschlug; und die neuerdings von 
Gkunebt wieder in grösster Ausführlichkeit (s. Archiv d. Math. u. l’hys. 
Bd. 44, No.2(), 27, Bd. 45, No. 29) behandelt worden ist. Er betrachtet in dieser 
nur reelle Grössen; es ist ihm i eine solche und zwar allgemein reelle Ver- 
änderliche. „Aequivalent“ heissen ihm zwei ganze Functionen von i, wenn 
sie durch (t” -F l,i getheilt, beide denselben Rest lassen. Dann ist in diesem 
Sinne ; 

J*“ = 1, J*™ + ‘ = t, i‘" + » ^ 1, — i 

Man hat, weil i reell ist: 

(« -F /S t) (y -F d t) = « j' -F (« J + ß y) i + ß ä fl 

und somit: 

I« + >) (y + <1 *) = « y — ß ^ -F (n d + y) *• 

Es werden diese Bemerkungen genügen, um das Wesen dieser Methode in’s 
Liöht zu setzen', welche neben den schon angeführten wesentlichen Nach- 
theilen noch den besitzt , überall eine Entwickelbarkeit nach Potenzen von i 
vorauszusetzen. 



§. 20 . 

Die geometrische Addition von Strecken in der Ebene 
nnd im Raume. 

In §.18 wurden Strecken ausschliesslich in Bezug auf ihre 
absolute Grösse mit einander verknüpft. Ein anderes für die 
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Geometrie ilussenst wichtiges System von Oj)er!itionen erhält mau, 
wenn mau gleichzeitig Grösse und Richtung verwertliet, und dem zu- 
folge zwei Strecken A E f<\ allgemein im Raume, dann und 
nur dann als gleich betrachtet, wenn sie gleich lang, parallel 
und gleichgerichtet sind, also A B F E ein Parallelogramm bilden. 

Was nun die Addition solcher Strecken hetrifi't, die durch Be- 
wegung eines Punktes von dem Anfangs- zum hhidpunkte entstanden 
gedacht werden können, so betrachten wir zunächst die gleich- 
genchteten Strecken, welche nach dem angegebenen Begritt'e der 
Gleichheit sämmtlich auf eine und dieselbe Gerade verlegt und 
in dieser beliebig verschoben werden können. Sind zwei solche 
Strecken A B, E E zu addiren, so wird man EP' so verschieben, 
dass ihr Anfangspunkt mit B zu.sammenfällt, und PJ P' = B (J 
setzen. Als Summe A B A~ B C wii^d man dann die ganze Strecke 
A C anzusehen haben. 

Um zwei irgendwie im Raume liegenden Strecken AB, pj P' 
zu addiren, wird man zunächst pj E parallel mit sich so verschieben, 
dtiss ihr Anfangspunkt nach B kommt, und E P' = B C machen. 
Dann setzt man (Big. 1): 

AB+BC=AC 

und nennt diese Strecke A (J, um sie von der Summe im früheren 
Sinne zu unteracheideu , wohl auch geometrische Summe 
der beiden Strecken A B, B C. Die Summe zweier Seiten 
eines Dreiecks ist sei ne dritte Seite, oder wenn man 
AB+BC+CA = 0 

schreibt, die Summe der in einerlei Sinn genommenen drei 
Seiten eines Dreiecks ist Null. 

Dass dieser Additionsbegritf aUen formalen Bedingungen der 
§§. 6, 7 genügt, kann leicht gezeigt werden. Zunächst ist 




JOB 
Fig. l. 



a -j- P — ö a\ 

denn sei a = AB, h= B C, so ist a •{- h = A C\ 
vollendet man das Parallelogramm, dessen Diago- 
nale A 0 ist, so dass a — D C, b — A D wird, 
so hat man /> -p a = A D -p I) ü = A C. Die 
Addition ist also commutativ. 



Dass sie associativ ist, geht aus folgender Betrachtung hervor: 
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, Ks seien die drei Strecken (Fig. 2) so unciiiiuidei gefiigt, dass sie 
<lie Seiten A ß, B V, C D eines Farallelepipeduni bilden, dann liat 

man a h = A ß -f- ß tl = A t! 
und 

(a + Ä) + c = ^ G' + CD = A D 
Feiner ist //+ c = ßC CD = ß D 
also 

II "F "F e) = Aß “F ß D AD. 

Auch ist die Summe durch ihre 
Summanden eindeutig bestimmt und ändert sieb, tjenu sich eines 
der (ilieder ändert, wälirend das andere constant bleibt. 

Wivs die liiflerenz zweier Strecken (<t — />) betrifi't, so muss 
ihrer Definition nach (n — />) f> = «• seht. Wird nun (Fig. 3) 
f)—A D, a —A ß gesetzt, so ist die Stre(;ke {a —b) 
so zu bestimmen, dass A D F* (« — b) = A ß-, 
das aber gibt u — b = D ß. 

Die Diö'ereuz zweier Strecken 

A ß — A D = D ß 

ist also die Strecke, welche, wenn man die zu 
snbtrahircude Strecke b mit ilinnn Anfangspunkte an den Anfangs- 
punkt von a bringt, den Endpunkt ersterer mit dem Endjuinkte 
letzterer verliindet. 

Eine solche, die Difi’erenz darstellende Strecke existirt stets, 
was auch ihre Glieder seien. Mau kann also wie in §. b jede 
Differenz in eine Summe verwandeln, wenn man negative Strecken 
einfuhrt Bemerkt man, dass die Strecke AA = 0, so hat man 
U — A D — D A oder DA — — AD, zu setzen. Eine einer 
anderen entgegengesetzt gerichtete Strecke ist also die negative 
der ersteren. 

Vermöge der Gleichheit aller parallelen und an Länge gleichen 
Strecken, kann man sie sämmtlich von einem Punkte ü ausgehend 
denken (Fig. 4) und «.= (> A, b ~ 0 ß, . . . setzen, so dass man 
auch die Strecken sich durch diese Endpunkte A , ß, ... \'«rtreten 
denken kann. Man erhält so die Summe (> A C ß = C C, 
indem man das Parallelogramm ß 0 A C coustruirt ; die Diflereuz 




Fig. 3. 
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OJ — 0B=() 1) aber, indem man ÜB = li' <) 
macht und das Parallelogramm li' 0 AD voll- 
endet. 

Dass man unter einer Strecke a a, wo a eine 
reelle positive oder negative Zahl bedeutet, eine 
solche zu verstehen habe, welche dieselbe oder 
die entgegengesetzte Richtung von « hat, und 
deren Grössen\^rhiiltniss zu a durch den ab- 
soluten Werth von a bestimmt wird, liegt auf 

nacligewiesen , dass unser Additionsliegrift allen formalen 
Bedingungen genügt, so muss doch gefragt werden, wie mau zu ihm gelange, 
ob es der einzig mögliche oder nur einer unter vielen sei. 

Das Wesen der actuellen Addition von einfachen Grössen kann in seinem 
weiteren Begritfe etwa so gefasst werden : Durch die Addition werden zwei Ob- 
jecte, welche durch ein und dasselbe Element in seinen Veränderungen, seien 
diese nun stetige oder unstetige, erzeugt werden, synthetisch so verbunden, 
dass als Resultat ein neues Object erhalten wird, welches durch eine Ver- 
änderung des erzeugenden Elementes auch direct gebildet werden könnte. 
Sehen wir datier als Grundelement einen Punkt an, der durch seine Bewegung 
eine Strecke erzeugt, so führt uns jener allgemeine Begriff der actuellen 
Addition sofort zu dem obigen. In rein mathematischer Weise werden wir 
den obigen Additionsbegriff durch Verknüpfung von Punkten in §. 33 er- 
halten. Hier mag es genügen, darauf aufmerksam gemacht zu haben, dass 
jene Addition auf einer sehr natürlichen Anschauung beruht luid dass sie mehr 
als eine, wie man zuweilen gemeint hat, „abgekürzte Bezeichnung“ ist; mau 
müsste denn die ganze reine Mathematik, mit ihrem Calcul, ihrem Algorithmus 
und ihren Functionen, auch nur als „abgekürzte Bezeichnung“ anseheu. Ist 
Wissenschaft überhaupt im nominalistischen Sinne eines Condillac nur eine 
„langue bien faite“, so muss sie doch eben „bien faite“ sein, d h. ihre Begriffe 
müssen angemessen sein und einen realen nintergrund haben, ohne den sie 
leer und abstrus bleiben. Reine Verknüpfung von Worten, die wilikiUirlich 
gewählt sind, kann niemals Wahrheiten liefern, die sich auf die Dinge selbst 
beziehen. 

Die F rage nach der Angemessenheit und Wahrheit des obigen Additions- 
begriffes, dessen formale Richtigkeit durch die Beweisführung des §. ver- 
bürgt ist, interessirt mehr als die reine Geometrie, noch die Mechanik. 
Denn bleiheu wir hei der Darstellung der Strecken von einem Punkte O aus. 
stehen, so coincidirt die Addition der Strecken mit dem mechanischen Begriffe 
der Zusammensetzung von Kräften, welche durch jene Strecken als am Punkte O 
augreifende dargestellt werden. Die mechanische Addition von Kräften hat 
ihrem Begriffe nach alle Eigenschaften des formalen Additionsbegriffes, die 
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der Hand. 

Haben wir nun 
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associative, commutative und die der vollkommenen Eindeutigkeit. Auf diesen 
Eigenschaften und dem Principe der Homogeneität, d. h. dem Axiom, dass die 
Summe zweier Kräfte eine neue Kraft sei, welche sich mit den gegebenen 
Kräften proportional ändert , beruhen nun alle jene zahllosen Beweise für das 
Parallelogramm der Kräfte, von denen ich nur den bekanntesten, den von 
PoissoN (TraiU' de mecanique. Bd. 1, S. 43) hier anführe. Alle diese Beweise 
haben etwas Unbefriedigendes, auch wenn sich gegen ihre formelle Kichtigkeit 
nichts beibringen lässt, so dass man neuerdings sehr geneigt ist, das Parallelo- 
gramm der Kräfte direct unter <lie Axiome aufzunehmen. 

Das Raisonnement Poisson’s kann von jeder mechanischen Vorstellung 
frei gemacht und rein als ein Beweis für den Satz betrachtet werden, dass es 
mit Annahme der Homogeneität, nur die im Text gelehrte Addition von Streckoi 
gibt. Sieht man nun genauer nach, worin das Unbefriedigende seiner Anwen- 
dung in der Mechanik liegt, so wird man finden: in der stillschweigend ge- 
machten Voraussetzung, dass man Kräfte durch Linien darstellen könne — 
einer Hypothese, welche sehr viel Unklares enthält, wenn man Zug- oder 
Druckkräfte und deren statische Verhältnisse im Auge hat. Betrachtet man 
aber eine Kraft nur, insofern sie eine Bewegung hervorbringt, und misst sie 
durch die Geschwindigkeit, welche sie in einer bestimmten Richtung in der 
Zeiteinheit der Masseneinheit ertheilt, so kann man ohne Bedenken Kräfte 
durch Linien darstellen. Sieht man ferner Kräfte als gleich an, wenn sic 
einem bewegten Körper an verschiedenen Stellen seiner Bahn gleiche und 
parallele Geschwindigkeiten ertheilen würden, so kann man dies nach unserem 
Begriffe der Strecke in den einen Satz zusammenfassen: Kräfte werden durch 
Strecken dargestellt. Unter diesen Voraussetzungen kann man dann aus den 
oben angegebenen formalen Eigenschaften ihrer Addition das Parallelogramm 
der Kräfte allerdings ableiten — 

Die Addition der Strecken ist von den Schriftstellern über die geome- 
trische Darstellung der imaginären Zahlet], zuerst von Aroand (s. S. 82) ge- 
lehrt worden. Unabhängig davon hat sich Bellavitis (Amt. d scienze d. 
regno Lomb. Venet. 1835. Bd. 3) und Morris (Mechanik des Himmels. Leipzig 
1843) ihrer bedient. 

« 



§. 21 . 

Commutative Multiplication von Strecken einer Ebene. 

Konnten wir die Addition von Strecken sogleich für den nach 
drei Dimensionen ausgedehaten Raum anfstellen, so werden wir 
die Multiplication von Strecken im Raume auf den VII. und IX. Ab- 
schnitt verschieben und zuvörderst nui- die der Strecken in einer 
Ebene betrachten, die wir uns der Einfatjhheit wegen sämmtlich als 
von einem Punkte U ausgehend denken. 
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Als Definition setzen wir fest, dass die beiden Quotienten der 
nach Länge und Hielitung betracliteten Strecken (Fig. 5) 

OC_OF 

Oli ~ OE > 

gleicli sind , wenn die Dreiecke li O C und E O F 
ähnlich sind, also für die absoluten Längen 

On:0(J= üE:ÖF 

und für die Winkel 

ZJlOC=^EOF. 

Es sei fenier eine Strecke (f U, als Modul 
der Multijilication, ein für allemal festgesetzt, deren Ploduct oder 
(Quotient in irgend eine Strecke, dieselbe wieder darstellt, so dass 

OU~ ^ 

Dann kann man 0 A so bestimmen 

na OA , oc , 

Olt i)V OH 

wenn nämlich ItOCiro TJOA oder 




OB-.Öä==ÖÜ-.ÖÄ 
^BOC=^^UOA 
Aus jener Gleichung ergibt sich: 

OC= oA.OIi 

Als Product zweier Strecken OA.OIi erscheint daher eine 
neue Strecke 0 C, so dass CO B oo AO U oder übersichtlicher 

, Oli-.O B = OA-.ÖÜ, ÖC.(TTJ=UÄ.ÖB (1) 

und 

Z.UOÜ = ^ UOA + Z UO B (2) 

welche zwei Gleichungen leicht in Wolle gefasst werden können, 
wenn man den Winkel UOC die Anomalie der Strecke 0 6' 
nennt. 

Das Product zweier Strecken besitzt die Eigenschaft der voll- 
kommenen Eindeutigkeit. Nur wenn ein Factor 00 = 0 ist, ändert 
es seinen Werth 0 nicht, wenn sich der andere Factor ändert. Der 
Fall, dass O B, OA in der.fieraden O Ojjogen, cifordcil noch eine 
Bemerkung, da in ihm das Dreieck AO U in eine Linie zusammeu- 
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klappt. Man hat dann aus (2), ^ UO C = 0 oder tt je nachdem 
OA, OB gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, und die so- 
mit nach der Seite von O U oder der entgegengesetzten aufzu- 
tragende Strecke 00 wird ihrer Länge nach aus (1) hestimmt. 

Dtvss das Product commutativ ist, geht unmittelbar aus dem 
Anblick von (1), (2) hervor. Es ist ferner: 

iOA.OB) 0 D = 00.01) = OE 

wenn 

Wo.'o u=Tlä. ob, oö.ö1) = (Te.UV 
^l/O0=,^U0A+El UOB,^^ UOE=^UOO + ^UOB 
also : 7)E . ÖTP = f)A. (TB . <TD 



z: UOE = ^ UOA + Z UOB -i- Z UOD 
woi-aus die Associativität jenes Productes sofort hervorgelit, 




Hieraus folgt OD' = 00.0 D oder zufolge der Bedeutung von 
O D, OD' das distributive Princip: 



OA . 00 -h OB. 00 = (OA + OB) 00 

Es treten hier wieder ähnliche Fragen wie am Schlüsse des vorigen §. 
auf: Zur Definition des Quotienten gelangt man durch die Bemerkung, dass 
jede lytische Verknüpfung zweier Objecte ihre gegenseitige Relation darstellt. 
So war OA — O LI = li A die B und A verbindende Strecke {arithmetisches 
Verhältniss der Alten) und unter OA : OB wird man (entsprechend dem geo- 
metrischen Verhältnisse) ihre Beziehung verstehen, soweit sie durch den geo- 
metrischen Charakter des Doppelschenkels A O B bedingt wird Dieser findet 
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aber seinen Ausdruck iu dem Verhältuiss der beiden Sclienkelläugen und dem 
von ihnen gebildeten Winkel. 

Will man den obigen Begrift' des Troductes zweier Btrcckcn einem allge- 
meineren subsumiren, so wird man sagen können: Unter dem Producte zweier 
Objecte versteht man ein neues Object, welches sich zu dem einen Factor ver- 
hält. wie der andere Factor zum Modul (der Einheit) der Multiplication; oder: 
das Product entsteht aus dem einen Factor gerade so, wie dieser aus der Ein- 
heit der Operation. 

Die actuelle Multipliration erscheint in der Lehre von den einfachen 
Grössen eigentlich nur als eine wiederholte Addition; als solche-kann die hier 
auseinandergesetzte ProductenbiJdung auf keine M'eise angesehen werden. 
Vielmehr bedarf jener Begrifl’ actuellcr Multiplication zuvor einer Erweiterung 
etwa in der soeben gegebenen Weise; diese ist aber keineswegs die einzig 
mögliche; denn es kann bei dieser Erweiterung der Accent auch darauf ge- 
legt werden, dass ein Product von Objecten (Strecken) der Complex von Ob- 
jecten (Strecken) sein soll, welche entstehen, wenn der eine Factor von sämmt- 
lic.hen Elementen (Punkten) des anderen Factors (der anderen Strecke) stetig 
erzeugt wird. So erhält man, indem man nur die absolute Grösse der Strecken 
berücksiebtigt, das EtrKLio’sche Product, und, wenn auch deren Richtung 
gleichzeitig Imachtet wird , eine incommutative Multiplicntion , die wir in §. 36 
vortragen werden. 



§• 22 . 

Darstellung der gemeinen complexen Zahlen in 
einer Ebene. 

Wir haben in den letzten §§. ein Operationssystem in Bezug 
auf Strecken einer Ebene kennen gelernt, welches vollständig die- 
jenigen Eigenschaften aufweist, welche die Zahlen {A -|- B i) des 
l‘J besassen. Es werden daher letztere als Repräsentanten von 
Strecken anzusehen sein, welche voi^ dem Punkte 0, dem Null- 
punkte ausgehen. Die Strecke <)U vertritt die Stelle der numeri- 
schen Einheit, da eine Multiplication mit derselben nichts an einer- 
Strecke ändert; die Einheit i wird vermöge ihrer Definition 

-f- 1 : t = i : — l 

als geometrische mittlere Proportionale zwischen -p 1 und — 1 er- 
scheinen und nach (l*)in §.21 eine Strecke von der absoluten Längen- 
einheit, senkrecht auf der Strecke 0 U bedeuten. Es leuchtet ein, dass 
es an und für sich gänzlich unbestimmt bleiben muss, welche der 
beiden auf 0 U senkrechten Geraden man als -|- i anzunehmen hat. 
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A-‘Bi 



Ist aber einmal die eine derselben O J als -J- angenommen , so 
ist die entgegengesetzte die — i. Man nennt die Gerade O U die 

reelle A.\e, die OJ die imaginäre 
Axe und nimmt beide po.sitiv in die- 
sem Sinne (Fig. 7); alle positiven und 
negativen reellen Zablen finden auf 
jener ei-sten, alle rein imaginären auf 
der letzteren ihre Darstellung. Eine 
von 0 ausgehende Strecke erscheint 
dann als die Diagonale eines Recht- 
eckes, dessen Seiten H i sind, und 




I in (A -H Jli) vereinigt, die der Strecke 

entsprechende Zahl gehen. Jeder 
‘ Strecke entspricht daher, wie dies 

zu einer adäquaten Repräsentation eines Zahlensystemes nothw endig 
ist, nur eine einzige complexe Zahl, und jeder solchen nur eine 
einzige Strecke. 

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass man die complexen 
Zahlen auch als Repräsentanten der Endpunkte der Strecken 
ansehen kann, wodurch man dann in jenen eine systematische 
Nomenclatiu’ für alle Punkte einer nach zwei Dimensionen ausge- 
dehnten Ebene besitzt. 



In wiefern diese Beziehung des complexen Zahlengehietes zu einem 
geometrischen Gebilde als Beweis der Möglichkeit des ersteren angesehen 
werden kann , ist schon S. 7 auseinandergesetzt worden. Nach unserer Auf- 
fassung ist die geometrische Repräsentation ein dem formalen Schema des 
gemeinen complexen Zahlensystems, zwar dem Begriffe nach nicht unbedingt 
wesentliches , aber doch vollkommen adäquates Phänomen im Raume , in der 
Anschauungsform des zusammenfassenden Denkens, welche sich mit psycho- 
logischer Nothwendigkeit allen unseren abstracten Vorstellungen als concreies 
Abbild beigesellt. Das stetige Nebeneinander in seinem widerspruchsvollen 
oder mindestens unklaren Begriffe bedarf zu seiner Behandlung nothwendig 
der räumlichen Anschauung, und so hat sich auch der Begründer der 
Theorie der Functionen complexer Veränderlichen in ihrer abstractesten Form. 
Riemanh, nicht gescheut, von der geometrischen Repräsentation complexer 
Variabeier nicht nur einen beiläufigen, sondern durebgehenden und wesent- 
lichen Gebrauch zu machen. 

Historisches Schon Wai.'lis (Algebra, Opera raath Bd. II, 161».'!. Gaj). 
66 — 69) bemerkte bei der algebraischen Lösung von geometrischen Problemen 

Ilankel^ eomplei« Zahlen. 6 
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den merkwürdigen Umstand, dass, während diese unter gewissen Grössenver- 
hältnissen auf reelle Punkte einer Geraden führten, unter anderen Verhält- 
nissen, in welchen sie im eigentlichen Sinne unmöglich waren, an Stelle jener 
Punkte andere, ausserhalb der Geraden gelegene traten, welche das Problem 
in einem einigermassen veränderten Sinne lösten, und dass dabei die reellen 
Grössen auf einer, die imaginären auf einer dagegen senkrechten Geraden dar- 
gestellt werden müssten. Die imaginäre Grösse ist ihm „die mittlere Pro- 
ixtrtiouale zwischen einer positiven und negativen Grösse.“ Sjtäter wurde etwas 
ähnliches von IIkinbich Kühn (Novi comm. acad. Petropolitanae , Tom III 
1753. S. 170) bemerkt; doch hält es schwer, den eigentlichen Inhalt der 53 
Seiten langen Abhatidlutig zu enträthseln. Ein anderer utigenannter Autor 
(s. Miscell. Taurinensia. 1759. Tom. I, S. 122), sowie „ein bescheidener Ge- 
lehrter“ Henri DosiiNUiüE Trcei, (s. Cauciiy, Exercices d’Analyse et de phys. 
math. Bd. 4, S. 157) stellte seit dem Jahre 17S0 die imaginären Grössen auf 
einer zu der reellen setikrechten Geraden dar. Einen höheren Standpunkt 
als seine Vorgänger nimmt auch Bute in seinem Memoire sur les quantites 
imaginaires (Phil. Trans, für 180(1, S. 23 — 88) nicht ein. 

Der erste, welcher die Darstellung der imaginären Zahlen {A + Bi) durch 
Punkte einer Ebene und die entsprechende geometrische Addition und Multi- 
plication lehrte, war Aboand, der sie im Jahre 1806 in einer besonderen Schrift 
„Essai sur uue manifere de representer les quantites imaginaires, dans les con- 
structious geometriques“ (Paris) aufstellte, die indess erst durch einen Aufsatz 
von J. F. Fban^ais (Geboonnk’s Annalen, Bd. 4, 1813—14, S. 61) und einen 
dadurch veranlassten Aboand’s (a. a. 0. S. 133, sowie einen zweiten, Bd. V, 
S. 197) zur allgemeineren Kenntniss kam. In diesen Aufsätzen ist die ganze 
Theorie so vollständig abgehaudelt, dass später etwas wesentlich Neues nicht 
hat gesagt werden können, und wenn sich nicht noch eine .\bhandlung früheren 
Datums beibringen lässt, so ist Abgand der wahre Begründer der Dar- 
stellung des Complexen in der Ebene. 

Selbst in Frankreich aber scheint dieselbe trotz ihrer Publication in einem 
allgemein verbreiteten Journal nicht genügend bekannt geworden zu sein. 
Denn 1828 trat C. V. Moubby wieder mit derselben hervor (La vraie theorie 
des quantites negatives et des quantites pretendues imaginaires, Paris; im Jahre 
1861 ist eine zweite Ausgabe daselbst erschienen) und in England John 
Warben (Treatise on the Geometrical Kepresentation of the Square Boots of 
Negative Quantities, Cambridge 1828, sowie in zwei Abhandlungen der Philo- 
sophical Transactious für 1829 S. 241 und S. 339). 

Bekanntlich hat Gaüss 1831 (s. Werke Bd. II, S. 174) dieselbe Idee ent- 
wickelt. So gross auch sein Verdienst insofern ist, als sie dadurch zum Ge- 
mcingutc aller Mathematiker wurde, so kommt ihm doch eine Priorität in keiner 
Weise zu. 

Seitdem ist der Gegenstand vielfach behandelt worden in einer Art und 
Weise , welche sich von der hier im Texte gegebenen fast überall wesentlich 
unterscheidet durch den Mangel unseres allgemeinen Principes, wonach. 
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um die complexen Zahlen durch Punkte einer Ebene repräsentiren zu 
dürfen, nichts weiter nöthig ist, als die formale IJebereinstimmung der Ope- 
rationsregeln hcrzustellen. Aenderii sich die Operationsregeln . so muss man 
die Punkte der Ebene durch andere, diesoi Kegeln ents|)rechend gebildete 
Zahlen bezeichnen. 

Es wird genügetv, unter den zahllosen Abhandlungen über das Imaginäre 
diejenigen von den mir bekannten hervorzuheben, welche entweder durch neue 
Gesichtspunkte oder die Gründlichkeit, mit welcher sie die Frage angegriffen 
haben, irgendwie ausgezeichnet sind. 

Drobisch, üeber die geom. Construction der imag. Grössen (in den Ber. 
iler Kön. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. II. für 1848. Leipzig. S. 171). Schepfi.er, 
üeber d. Verhältniss d. Aritb. zur Geom. , in’s Bes. über d. geom. Bedeutung 
d. itnag. Zahlen. Braunschweig 1840. VAU.fes, fltudes philosophiques snr la 
Science du calcul. Paris 1841 (enthält eine gründliche Behandlung des Be- 
griffes der Zahlen und Grössen, sowie ihrer Operationen) ; F.vrnK, Essai snr 
la thöorie et Tinterpretatiou des quantites dites imaginaires. Paris 1845 (ein 
sehr unbedeutendes Werk. da.s hier nur erwähnt werden musste, weil man sich 
in Frankreich häutig auf dasselbe benift); Cauciiv, Memoire snr les qnantitös 
geometriques (in den Exercices d’analyse et de phys. math. Bd. IV, 1847); 
Pevcock (III Report of the soc. for the advancement of Science. 1833. S. 185). 

§. 23. 

Anwenduug der iiuai^inäreii Zahlen in der Geometrie. 

Besitzt man in den complexen Zahlen ein Sj’stem von Zeichen 
für die Punkte ®iner Ebene, so wird man dasselbe zur Unter- 
suchung von Beziehungen der Punkte einer Ebene zu einander 
mit demselben Vortheil anwendeu können, den die Dai-stelluug der 
Punkte einer Geraden durch die von .einem Anfangspunkte aus- 
gehenden Abscissen in reellen Zahlen gewährt. Nur uneigentlich 
wird man dies als eine Anwendung der Arithmetik auf die Geo- 
metrie bezeichnen dürfen; denn beide Gebiete fallen hier wesentlich 
in eines zusammen. 

Man wird tun einfachsten von der Vorstellung ausgehen, nach 
welcher jede complexe Zahl einen Punkt A oder die Strecke 0 A 
repräsentirt. Dann ist 

AB = OJi — (^A 

die A li verbindende Strecke , welche man entweder als A B oder 
parallel und gleich derselben als OC (Fig. 8) darstellen könnte. 
Den speciellen Ort einer Strecke kann man bei dieser Auffassung 

«* 
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duich die coiiiplexe Zahl, welche sie repräsentirt, nicht ausdrücken. 

Sätze wie 

FG + GH 

stellen sich dann in der Form von Iden- 
tität dar: 

{OG - OF) + {OH-OG)-{-{OF—OH)^0 
Es leuchtet ein, dass jede Strecke 
AB = AB Jcos {x, A B) -|- i sin (x, A i?)} 

gesetzt werden kann , wenn A B die abso- 
lute Länge, den Modul der Sti’ecke, {x, A B) 
aber ihren Winkel mit der reellen x Axe, ihre Anomalie bezeichnet. 

Aus FG -f- G II HF— U erhält man dann durch Zerlegimg: t 

FG {x, FG) -f. 077 {x, G H) + {x, HF) == 0 

in welchen Gleichungen die ganze Trigonometrie und (ioniometrie 
einbegriffen ist. 

Jede Identität zwischen den die Punkte einer Geraden ver- 
bindenden Strecken findet ohne weiteres zwischen den entsprechen- 
den Strecken , welche Punkte in einer Ebene verbinden , statt. So 
hat man zwischen 4 Punkten die Identität: 

AB.ÜÜ A- BÜ.DA -h CA.DBl^O 
deren Vergleichung mit G H -\- HF FG = 0 sofort lehrt, dass 
man stets J Punkte F <7 //finden kann, so dass: 

G 11=^ AB.DC, HF= BO.DA, FG ^CA.DB 
Dies wird in Worten so ausgediückt: 

Zu jedem Viereck A BOI) gibt es ein entsprechendes Dreieck 
G H F, dessen Seiten : 

G H = ÄB. DÖ, HT'= liÖ. J)A, ¥G =^OA.l)B 
und dessen Winkel sich aus 

{x,GH) = {x,AB)-\-{^.,I)(I)\ 

(.T, HF) = {x, BO) + {x,DA)\ 

{x,FG) = {x,OA)A-{^,DB)\ 
ergeben; nämlich es ist : 
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(x, HF) - {x, G //) = (x, H C) - (X, A li) + (x, DA) — (x, D C) 
oder 

{G //, x) + (x, HF) = {A B, x) + (.r, B C) + {D C, x) + (x, D A) 
also {G H, H F) = {A B, BC) (DC, D A) 

Entsjtrechend der Bedeutung der Strecken in Bezug auf Längen 
und Richtung wird man jetzt auch den Begriff des Doppel- 
schnitt Verhältnisses 

.IC AD 
CB • DB 

auf Strecken in einer Ebene erweitern können, und findet den 
Modulus desselben gleich dein Doppelverhältniss der absoluten 
Strecken, seine Anomalie der Differenz der Winkel gleich, unter 
denen die gethoilte Strecke AB von den Theilpunkten G und D 
aus gesehen , erscheint. 

Unter vier harmonischen Punkten einer Ebene wird man 
solche verstehen, deren complexes Doppelverhältniss 

AC AD . 

CB '■ DB ~ 

Man kann solche geometrisch construiren, indem man von 
einem Punkte /•’ der Ebene Tangenten FA, FB an einen Kreis und 
durch F eine Secante legt, welche den Kreis in ( D schneidet. 

Die Involution dreier Paare A, A'; B, B'; C, (J von 
Punkten einer Geraden wird durch 

AC BÄ CB" 

CB ÄC ITA ~ ■ 

dargestellt; dieselbe Gleichung kann als Definition der involuto- 
rischen Lage von Punkten einer Ebene angesehen werden. Es liegen 
daher die G Ecken eines Sechsecks AC B A' CB" in Involution, 
wenn das Product der Seiten gerader Ordnung denen ungerader 
Ordnung gleich und die Summe der Winkel gerader Ordnung denen 
ungerader Ordnung gleich ist. 

Die zahlreichen verschiedenen Formen, in denen die involu" 
torische Beziehung zwischen den Punkten einer Geraden dargestellt 
werden kann, geben sofort entsprechende Formen für Punkte 
einer Ebene. 
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Die Ausführung vorstehender Gedanken verdankt man Möbius (s. Berichte 
d. Kön. Sachs. Ges. d. Wiss. z. Leipzig. Math.-phys. CI. 18f)2, S. 41; 1S53, 
S. 14 und S. 176; 1856, S. 33 und S. 123), auf dessen schöne Abhandlungen, 
sowie auf die zusammenfassende Darstellung derselben in Witzschel’s 
Grundlin. d. neueren Geom. 1858, hier zu verweisen genügen mag. 

Auf die sonstige Verwendung des Imaginären in der analytischen und syn- 
thetischen Geometrie. die Theorie der idealen Sccantcn Poscbi-et’s, die wirk- 
liche Constructiou der imaginären Durchschnittspunktc zweier Kreise, die 
Darstelhuig von Curven, deren variabeler Punkt durch eine von einer reellen 
Veränderlichen abhängige comjdc.xe Function dargeslcllt wird, sowie die 
Theorie der geometrischen Vcrwandt.schaft zweier Ebenen und ebenen h'iguren 
und die Abbildung.von Ebenen aufeinander, kann erst im zweiten Theile dieses 
Werkes, in der Theorie der Functionen eiugegangeu werden. 



§■ 24. 

Die Functionen coniplexer Zahlen. 

Wir liabeii die comploxen Zahlen Bi) bisher ausschliess- 

lich in den Verbindungen itetrachtet, welche die 4 Species liefern. 
Es gibt noch andere Verknüpfungen derselben, welche höhere 
Rechnuugsoperationen verlangen, z. B. solche von der Form 

welche vollkommen zulässig sind, sobald man nur die Regeln fest- 
gesetzt hat, nach welchen mit ihnen zu rechnen ist. Man sieht 
aber, dass es nothwendig ist, ausdrücklich in jedem k'alle nachzu- 
weisen, dass eine Verknüpfung coniplexer Zahlen wieder auf eine 
solche führt. ARt anderen Woi'ten: Eine Verknüpfung der vor- 
stehenden Form enthält ein Problem, nämlich diejenige Zahl 

E Zi i =,/ {..4 -p B l, i’ -p -/*) 

zu finden, welche den Rechiiungsregeln genügt, durch die man die 
im zweiten Ghede der Gleichung stehende Verbindung charakte- 
risirt. Entweder hat ein solches Problem eine Lösung, die explicite 
angegeben oder deren Existenz wenigstens demonstiirt werden 
kann, oder aber es hat keine Lösung. Die Unmöglichkeit im letz- 
teren P'alle ist jedoch nur eine relative und aus der Beschränkung 
der Aufgabe hervorgehende ; sie kann beseitigt werden durch Ein- 
führung neuer coniplexer Zahlen höherer Ordnung, deren Rechnuugs- 
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regeln eben aus denen der betreffenden Verbindung abgeleitet wer- 
den müssen. 

Jene Aufgabe, die gewissen gesetz massigen Verbindungen von 
Zahlen entsprechenden Complexe zu finden, deren Möglichkeit oder 
Unmöglichkeit in dem betreffenden Gebiete nachzuweisen, hat die 
Functionentheorie zu lösen, und ist im 2. Theile dieses Werkes zu 
behandeln. 

Hier bleibt uns nur die Lösung einer Aufgabe der Art übrig, 
welche die allgemeinste unter denen ist, in welchen die Unbekannte 
mit den bekannten Zahlen durch eine endliche Anzahl von Addi- 
tionen und Multiplicationen verbunden ist. Diese fundamentale 
Aufgabe der Algebra ist die, nachzuweisen, dass die Gleichung 
J'x — x" + Ul x"™' -j- . . . -f- a„ — 0 
wo (t| , ... a„ (gewöhnliche) complexe Zahlen bezeichnen, jederzeit 
durch 71 (gewöhnliche) complexe Werthe von x befriedigt wer- 
den kann. 

Schon auf S. 71 ist gezeigt, dass eine solche Gleichung jeden- 
falls nicht mehr als Wurzeln besitzt; dass sie aber wirklich ?? Wur- 
zeln hat, wobei wir den Fall der gleichen Wurzeln in bekannter 
Weise einschliesscn , ist seit Mitte des vorigen Jahidiunderts nach 
sehr verschiedenen Methoden zu beweisen vei'sucht worden. Sie 
alle aber lassen sich unter drei wesentliche Gesichtspunkte bringen. 

§. 25. 

Erste Methode zum Beweise des Fundameiitalsatzes 
der Algebra. 

Als die erste Methode bezeichne ich die von Gaüss, wonach 
man den gesammten Umfang derjenigen Werthe untei-sucht, welche 
/'x annimmt, wenn x alle complexen Werthe durchläuft, und 
nachweist, dass in jenem auch der Werth fx = ü eingeschlossen 
ist. Man setze: 

X = r (cos qp -h f sin q^) 
a, = Ti (cos qpi -F i sin qp,) 

0-2 — rj (cos qpg -f- i sin tp.j) 

und /x = u VI 
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also : 

u—r' cos nq\ -|- » i cos(n- 1 qr + 7 >i ) + r*~’ cos(«'^2 </> +(jTa)4'— 

t> = r" sin )(qp -}- r”“*?'! sin(« — 1 (p sin(?* — — ; 

so kann man zeigen, ilass es einen Werth für r von solcher 
Grösse giljt, dass ausserhalh des durch diesen Modul bestimmten 
Kreises keinenfalls eine Wimzel der Gleichung /'a- = U liegen, also 
II und V gleichzeitig verschwinden kann. 

Es kann nämlich nach einem bekannten Satze r stets so gross 
gemacht werden, dass das erste Glied in u und v gegen alle anderen 

unendlich gross ist, sobald nicht sein Factor ?i <p unendlich klein 

wird. Da aber cos nep und sin n (p niemals gleichzeitig verschwin- 
den können, so wird für jedes tp und ein unendlich grosses /■ immer 
wenigstens einer dieser Ausdrücke von der «ten Ordnung unend- 
lich gross sein. Ist cos n ip nicht = 0 , so hat m das Zeichen mit 
cos « qp gemeinschaftlich , ebenso v mit Hiniup, w’enn dieser Sinus 
nicht vei'schwindet. 

Für ein unendlich grosses r werden auch die Derivirten: 

^ = — nr" sin « qp — (« — 1) r*“' /'i sin (a — 1 qp + qpi) — . . . 

^ = ■+- « r“ cos n qp -j- (« — 1) i*~‘ Vi COS(« — 1 f/> + qpi) + • . ■ 

von der «ten Ordnung unendlich und von demselben Zeichen, als 
bezüglich — sin mp, -f- cos n tp , wenn diese Functionen nicht ver- 
schwinden. 

Betrachten wir nun den Verlauf von « und o, wenn cp ctie 
Werthe von 0 bis -/r auf einem Kreise mit dem unendlich grossen 
Radius r durchläuft. 

ln dem Theile von — bis -)- ist cos n qt >• j/ .j , also u 
und immer positiv , es wächst also v in demselben fortwähi’end 

und da für qi = + — , c dasselbe Zeichen als sin hat, so 

wächst es stetig von einem negativen zu einem positiven Werthe 
geht also inzwischen eimmil durch Null hindurch. 
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lu dem lutervalle von ^ bis ist sin nrp > |/ 2 , 



stets positiv und 



d H 
(i if> 



stets negativ; cs nimmt also u fortwährend ab 



von einem positiven Wertlit*, den es für den Anfangswerth annimmt, 
bis zu dem negativen für- den Kndwertb, und geht also einmal, in 
durch Null hindurch. 

Die Resultite dieser weiter fortgesetzten Untersuchung sind 
in folgender leicht verständlichen Tabelle verzeichnet: 





Intervall: 


u 


V 


1 ) 


71 

4« 


^ 4 « 


+ 


— + 




+ - 


'An 

4« 


+ Ul - 


+ 


3) 


Btt 

4/i 


5.7 

4ir 


— 


+ — 


4) 


ÖTf 

in 


ln 

4n 


- Ui + 


— 


5) 


ln 

An 


9n 

4)i 


+ 


- + 


b) 


9/f 

4w 


lln 

4m 


+ U 3 - 


+ 



wo mit [’i, Ui, ... diejenigen Piuikte bezeichnet sind, in denen 
u verschwindet. 

Da sich u mit x stetig ändert, so bilden die Funkte der Kbenen, 
in welchen « positiv ist, zusammenhängende Flächenstücke^velche 
durch unimterbrochenc Linien m=ü von den Flächenstücken getrennt 
sind, in denen u einen negativen Weilli annimmt. Diese Trennungs- 
linien schneiden den von uns betrachteten Kreis in den 2n Funkten 
U, und verlaufen ausserhalb desselben nothwendig in demselben 

Winkel , in welchem der betreffende Durchschnittspunkt mit dem 

Kreise hegt. Innerhalb des Kreises aber findet dies im .Vllgemeinen 
nicht statt. 

In Bezug auf die Gestalt der I'lächenstärke innerhalb des 
Kreises können nun folgende wesentlichen Fälle eintreten : 

1) Ein Flächenstück endigt isolirt innerhalb der Kreisfläche, 
so dass seine Begrenzung aus zwei Stücken, einem Theile der 
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Kreisperipherio und einer anderen Ciunre besteht. In Fig. il ist eine 
Gleichung 5ten Grades zu Grunde gelegt, und für diese die Reihe 
der Gurven gezeichnet, in denen « = 0 ist. Es sind in die- 
sem Falle die Flächenstücke, 
deren resp. Begrenzung von 
f/io über A’, nach T\; von 
l\ über A'j nach fV. von 
l\ über A'g nach von 
7 g über A’j nach von 
f ’g über A'i nach 7’io geht 
und zwar sind die, innerhalb 
deren u positiv ist, diu’ch 
Schraffiruug vor den anderen 
ausgezeichnet. 

2 ) Das Flächenstück durch- 
setzt die Fläche dergestalt, 
dass es mit einem an einer 
anderen Stelle eintretenden 
eine zusammenhängende Fläche bildet. Dann besteht seine Be- 
grenzung aus zwei Stücken der Kreisperipherie und zwei da- 
zwischen liegenden Cun en. In cbesem Falle befindet sich in unserer 
Figur das h'lächenstück 7 * 7’j A'o ^ s ^4- 

3) Das Fliichenstück spaltet sich im inneren Kreisraume ein- 
mal oder mehremale dergestalt, dass es mit noch zweien oder 
mchremi an anderen Stellen eintretenden eine zusammenhängende 
Fläch^iildet, deren ganze Begrenzung dann aus G, 8 oder mehi’eren 
Stücken in gerader Zahl bestehen wird, die abwechselnd der Kreis- 
linie und dem inneren Raume augehören. In unserer Figur ist in 
diesem Falle das Flächenstück U3 L\ A'* 6 j 7/® A'j f '7 L’g A4 Ug. 

Dies sind alle Fälle, welche in Bezug auf das Zusammentreffen 
der von aussen in den inneren Kreisraum eindringenden Flächen- 
■ stücke statthaben köimen, und wir können daher hier ganz von 
etwaigen inselartig in dem Kreisraume vorhandenen Flächonstücken 
(die es übrigens vermöge der Natur von m nicht geben kaim) ab- 
selien. 

Fassen wir in’s Besondere die Flächenstücke, innerhalb deren 
M positiv ist, in’s Auge, so besteht deren Begrenzung, wie obige 
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Bemerkungen zeigen, jederzeit ans einer geraden Anzahl von 
Stücken, und es wechseln in ihr Stücke der Kreisperipherie mit 
Curven ab, welche im inneren Kreisraiime liegen. Umlaufen wir 
die Begrenzung im positiven Sinne, d. h. so, dass die Fläche stets 
zur Linken liegt, wenn dabei die allgemein gebräuchliche Lage, 
nach welcher man beim Durchlaufen der positiven reellen Axe in 
positivem Sinne, die positive imaginäre Axe zur Linken lässt, an- 
genommen wird, so ist nach dem, was über das Zeichen von u in 
obiger Tabelle enthalten ist, klar, dass die Begrenzung in einem 
Punkte U mit geradem Index beginnt und zunächst auf der Ki eis- 
peripheric nach dem nächsten Punkte mit ungeradem Index geht; 
die von da ausgehende Begrenzimgscurve läuft daun durch die 
Kreisfläche hindurch zu einem Punkte mit geradem Index. Dann 
sind wir entweder (1. Fall) wieder zu dem Ausgangspunkte zurück- 
gekehrt und haben das betreft'ende Flächenstück vollständig um- 
laufen, oder aber, wir müssen noch weiter zum nächsten Punkte U 
mit ungeradem Index übergehen, indem wir auf der Kreisperipherie 
in positivem Sinne fortschreiten. Von diesem aus haben wir wieder 
durch die innere Kreisfläche zu einem Punkte mit geradem Index 
zu laufen, der entweder (2. Fall) der Ausgangspunkt ist, oder 
(3. Fall) von ihm verschieden, wo wir dann in ähnlicher Weise 
unseren Weg fortzusetzen haben, um schliesslich das ganze Flächen- 
stück mit positivem n zu umlaufen. 

Denken wir uns nun alle positiven Flächenstücke in dieser 
Weise umlaufen, so haben wir dabei jeden der 2ii Punkte f ein- 
mal getrofl'en und sind jedesmal duixh zleu inneren Kreismum von 
einem Punkte mit ungeradem Index zu einem mit geradem Index 
gelangt, indem wir dabei Curven durchlaufen haben, welche einen 
vollständigen Zusammenhang ihrer Theile zeigen (ohne dass sie 
jedoch im gewöhnlichen Sinne der analytisidien Geometiie stetig 
zu sein brauchen, wie z. B. die von über A', nach laufende 
Guiwe zeigt, welche in A'j zwei, einen endlichen Winkel miteinander 
bildende Tangenten hat; die im eminenten Sinne stetige Fort- 
setzung des Zweiges Ug A', der hyperbolischen Curve würde da- 
gegen zu f/i führen). Während wir diese m (ireuzcui-ven « — 0 der 
Flächenstücke von Punkten f ' mit ungeradem Index zu solchen mit 
geradem Iudex durchhiufen, ändert sich /• stetig; da es aber in 
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jenen Punkten positiv, in letzteren negativ ist, so muss r inzwischen 
mindestens eiiiiiial durch Null hindurchg^angen sein, und es liegt 
daher auf jeder der n Cuiren u = U ein Punkt , in dem zugleich 
M und c verschwinden, also eine Wurzel unserer Gleichung, ln der 
That sind A'o A', A'^j A'j solche Punkte, welche die Wurzeln einer 
Gleichung 5teii Grades repräsentiren. 

Es ist dabei der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Curven 
in gewissen Punkten (in Fig. 9 in A',) zu.sammentreflen, in denen 
daher Flächenräume mit {x>sitivem « aneinanderstossen, ohne aber 
stetig, d. h. durch einen Flächenstreifen von endlicher Breite zu- 
sammenzuhängen. Diese Coincidenzpunkte, können nun diejenigen 
sein, in denen zugleich c = 0 ist, also eine Wurael der Gleichung 
liegt, welche in diesem Falle zw ei oder mehrere gleiche Wurzeln hat. 

Um genauer zu untersuchen, wie sich die Verhältnisse in 
einem beliebigen Punkte Xi gestalten können, so stelle man/x als 
Function von (x -- x,) dar; dann hat mau im Allgemeinen: 
f X = Ä'o + (■* — •Ci)“ {1 + + i (» — -Ci) -p . . .} 

wo Ä'o =/x, und m eine positive ganze Zahl ist. Somit verhält 
sich in unendlicher Nähe von x = x^, f x wie ko + k„ (x — x,)" 
und setzt man: 

X — xi — Q (cos tfj -p i sin j/<) 

' ko = zo (cos xo + i s>» Xo)> = a» (cos -p i sin Xm) 
so ist in unendlicher Nähe dieses Punktes 

= Xo cos Xo + Zm eT (z- + •/') 

V = Zo sin Xo- + y-m q" sin (x» + (/')• 

Es können nun mehrere Fälle eintreten. 

1 ) Es kann zo cos Xo = * * sein, dann ist : 

« =» -z„ q" cos (x™ -P m ip) 

Lassen wir nun ip einen vollkommenen Umlauf machen, d. h. x in 
einem unendlich kleinen Kreise um x = Xi herumgehen, so wird u, 
2w mal verschwinden, also 2?/i mal von positiven Werthen zu nega- 
tiven und umgekehrt übergehen; es treffen sich daher in x = X|, 
2ni Linienelemente, in welchen ii — (J ist. Fasst man dieselben 
paarweise zusammen, und zwar nicht die nach entgegengesetzten 
Seiten gerichteten (wie dies der stetigen Fortsetzung im gewöhn- 
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liehen geometrischen Sinne entspricht), sondern je zwei benach- 
barte, innerhalb deren u positiv ist, so erhält man m sich in x, 
treffende und gebrochene Linien züge, welche die Begrenzungen von 
m Flächenräumen mit positivem u sind. Verschwindet also der 
reelle Theil von /a-i, so stossen in ?n Flächenräume mit posi- 
tivem u aneinander, wo m eine Zahl zwischen 1 und n ist; und 
umgekehrt, wenn in einem Punkte a-j , m solche Flächenräume zu- 
sammenstossen, so muss in seiner Nähe 

M = x„ o“ cos (a-„ + m ip) 

sein, also der reelle Theil von /a-, verschwinden. Es ist aber keines- 
wegs nothwendig, dass in diesem Punkte auch der imaginäre Theil 
von /a-, verschwindet, und also in einem solchen Punkte, in dem 
mehrere Flächenstücke mit positivem u zusammenstossen , eine 
Wurzel der Gleichung fx = 0 liegt. 

2)^t aber a;, eine Wurzel von f x — 0, also xo = <>, und 
stossen in a-j , m solche Flächenstücke mit positivem ?/ aneinander, 
so muss in der Nähe von Xi 



u 



^ e" sin (x- + V’) 



sein, also/a; als niedrigstes Glied die Potenz {x — ar,)’" enthalten, 
in welchem Falle man sagt, dass die Gleichung /a: die Wurzel 
a; = jjj , «i fach besitze. 



Das Resultat voretehender Betrachtungen ist nun zusammen- 
fassend dieses : Den inneren Kreisraum unseres unendheh grossen 
Kreises durchlaufen n verschiedene zusammenhängende Linien, in 
denen u überall verschwindet. Auf jeder dieser Linien muss v 
wenigstens einmal verschwinden, also eine Wurzel der Gleichung 
fx = 0 liegen; liegt ehie Wurzel gerade in dem Punkte, in wel- 
chem sich m solche Linien treffen (wie z. B. in X, unserer Figur), 
so ist dieselbe fach Wurzel der Gleichung. Die Anzahl der Wur- 
zeln einer Gleichung «ten Grades ist daher jedenfalls nicht kleiner 
als n , und da andererseits eine ganze Function wten Grades nicht 
mehr als « lineare Factoren ihrer Natur nach haben kann (s. S. 7 1 ), 
so sieht man : 



Jede algebraische Gleichung hat jederzeit so viele gemeine 
complexe Wurzeln, als ihr Grad Einheiten. 
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Der vorstehende Beweis ist derselbe , den Gauss nebst einer genauen und 
schlageiulen Kritik der frillieren Versuche, diesen Satz zu erweiseu, in seiner 
Doctordissertation : ..Dem. nova, oninem f'unct. algebr. rat. integr. unius 
variab. in fact. reales primi vel sec. grad resolvi iwsse“ (Helmstädt 1799) 
gegeben und in den zur r>Ojährigen Jubelfeier seines Doctorates abgefassten 
..Beitriigen zur Theor. d. algeb. Gl.“ (Göttinger Abhandl. IV. Band von 1848 
bis IHüü) mit der unwesentlichen Aenderung reproducirt hat, dass er nicht, 
wie- dort die Systeme der Curven w = Ü, e = 0 nebeneinander, sondern in der 
oben ansgefillirten Weise nur eines dersellien betraclitet. I)<H-h hat der Be- 
weis im Vorstehenden dadurch an Kürze gewonnen, dass ich sowohl, als es 
sich um die üntersucliung des Verhaltens von f x für j: = x , sowie, um das im 
Punkte .r, liandelte, den Begriff des Unendliclien unverhüllt zugelassen habe. 

1 lidess ist es interessant, die Grenzen kennen zu lernen, ausserhalb wler inner- 
halb welcher die Verhältnisse so sind, wie sie für unendlich grosse oder unend- 
lich kleine Kreise vorstchends angegeben sind: 

Was erstens den unendlich grossen Kreis betrifft, so verhalten sich w 
und V so, wie es früher angegeben wurde, ausserhalb des Kreises, dessen 
Radius die einzige positive Wurzel der Gleichung ^ 

r” — l^(r, r" — • -f Tj r"~* -h ...) = 0 ® 

dars teilt. 

Die Verhältnisse aber, wie sie für einen r — Xx unendlich nahe umgeben- 
den Kreis geschildert sind, finden ilirem Wesen nach statt innerhalb eines 
Kreises, dessen Radius q die einzige positive Wurzel der Gleichung: 

Ü c= m 2 — ('" *!■ 1) 1 0 — (m -h 2) xm + s {)’ — (in 3)x«, + 3 (>’ — ... 

Was die von anderen gegebenen Beweise betrifft, so mag hier ein kurzer 
Bericht über diejenigen unter ihnen folgen, welche auf demselben Fundamental- 
principe beruhen 

Ein 1815 von .Vrgand (Gekoonne’s Ann. Bd. Y. S. Ä)4) gegebener Beweis 
ist später von Cauchy, 8tubm u. a. bearbeitet, aber niemals auf den ersten 
Erfinder zurückgeführt worden. Es ist interessant, dass die neuesten Dar- 
stellungen, die sich vor der Cauciiy’s durch Kürze und Prägnanz auszeichnen 
(s. Baltzeb’s Eleni. d. Math. 1. Bd. S. 277 der 2. Auflage), genau mit der 
Aroand’s übereinstimmen. 

Das Princip dieses Beweises ist folgendes: Man construire die Norm 
(«’ -f e“) als Ordinate einer Fläche zu dem Punkte (x + t/i) der Ebene, in 
welcher man die complexen Grössen darstellt. Diese Fläche wird jedenfalls 
nur auf der positiven Seite der (x,y) Ebene liegen, und es kann gezeigt wer- 
den , dass die Ordinate der Fluche kein Minimum hat , welches nicht in die 
(x,y) Ebene fiele. 

ScHEiBNER pflegt den Satz in seinen Vorlesungen in folgender interessan- 
ten Form zu beweisen: Man stelle (« -F t>f) als Punkt in einer Ebene dar; für 
alle (x + y i) wird dann (« ■+■ vi) entweder die ganze Ebene durchlaufen, oder 
cs sind einzelne Inseln vorhanden, welche (u + vi) niemals ausfüllen kann. 
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Dann aber müssen die Punkte an deren Begrenzungen die Eigenschaft haben, 
dass durch unendlich kleine Aenderungen in den zugehörigen Werthen 
(x + yi), in welchem Sinne sie auch geschehen mögen, gewisse Aenderungen 
von (h + ri), welche in jene Inseln hineinführen würden, niemals erzeugt wer- 
den können. Es wird gezeigt, dass einem, {x + i/i) unendlich nahe, allseitig 
umgehenden Flächenstücke stets ein, (« -(-«!) allseitig einschliessendes unend- 
lich kleines Flächenstück entspricht. Es existiren somit keine solche Inseln, 
(u + vi) nimmt jeden complexen Werth mindestens einmal an. 

Im Wesentlichen gehören zu der hier behandelten Klasse von Beweisen 
auch der dritte von üauss (Commeiit. rec. soc. Gottingensis a 1816. „Theore- 
matis de resol. fimct. algehr. dem. tertia“). der von Mofrey (I.a vraie theorie 
d. quant. nög. et. imag. S. 76 der 2. Auflage, und Liouville's .lourn. Bd. IV 
S. 501, Bd. V. S. 31), der von Sturm. (Liouville’s Journ. Bd. I. lS3(i. 
S. 278), und der von üllherr (Crei.le’s Journ. Bd. 31. 1846. S. 231), die wir 
theil weise' im II. Theile dieses Werkes im Verein mit einem von Rirmann 
gegebenen Beweise, der sich der Integrale complexer Functionen bedient, 
behandeln werden. 



' §. 2Ü. 

Zweite Methode zum Beweise des Fundameiitalsatze.s 
der Algebra. 

Der natürlichste und directeste Weg. den Satz, dass jede Glei- 
chung u complexe Wurzeln hat, zu beweisen, ist offenbar, die Wur- 
zeln sogleich direct zu berechnen und e.xjdicite darzustellen. Doch 
sind alle Auflösungsraetlioden algebraischer oder numerischer 
Gleichungen sehr zusammengesetzte Processe, welche mehr oder 
minder schon den Beweis jenes Satzes implicireii; so dass sie, soviel 
mir bekannt, noch nicht in gelungener Weise zur Begründung des 
fundamentalen Principes der Algebra verwendet worden sind. 

Euler (Hist, de l’Acad. d. Berlin. A. 1749. S. 263) will den Satz erweisen, 
indem er die Wurzeln als durch algebraische Irrationalitäten darstellbar an- 
nimmt, und es hat dann keine Schwierigkeit, mit Hilfe der Auflösung der 
Gleichungen x* = a, deren Charakter als imaginäre Grössen nachzuweisen. 
Seitdem man aber darauf verzichtete, eine algebraische Gleichung allgemein 
algebraisch auiiöscn zu können, konnte man zur explicirteu Darstellung der 
Wurzel nur unendliche Reihenentwickclungen oder Approximationsmethoden 
verwenden. Ein auf solche gegründeter Beweis — der erste Versuch einer 
Demonstration des Lehrsatzes — von d’Alembert (Hist, de l’Acad. de Berlin. 
A. 1746. S. 182) unterliegt mehreren wesentlichen Bedenken (vergl. Gauss, 
Demonstr. 1799. Art. 5 und 6), die Laoramue (IX. Note zu dem Traite de la 
rösol. des equ. num Paris 1808) theilweise beseitigt hat. Dass indessen der 
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Beweis an einem Hauptgebrechen leidet, wird sogleich cinleuchten, wenn wir ihn 
hier in seinem Principe, wenn auch in bedeutend verkürzter Form daratellen: 
Man construire die Curve 

y =/(a:) 

wo / (x) eine ganze rationale Function mit reellen Coefticienten ist, so wird 
deren Verhalten in einem Piiukte am einfachsten übersehen, wenn man 
y — Va als Function von (x — j-„) darstellt: 

y~7jo= b'(x — ic„) + 6" (x — Xu)* + ... 

Ist A' § 0, so verhält sich die Curve an dieser Stelle wie eine Gerade; ist 
6'=0, aber A" § 0 wie eine Apollonische Parabel, deren Axe der y Axe 
parallel ist, u. s. f. 

Gibt es keinen reellen Werth x, für den y==0 ist, so sei x„ ein Werth, 
dem ein positives ?/ = ,Vo entspricht, welches unter seinen benachbarten ein 
Minimum ist, in dem also A' = 0, A" > ü, 

y — ya = (-r — a:»)’ 4- A'" (x — XaY + ... 

Ks fragt sich nun , ob aus dieser Gleichung für ein y <. y„ ein entsprechendes 
X bestimmt werden könne. Nimmt man das y von y„ wenig verschieden an, so 
wird der Gleichung durch den Werth : 

also durch complexe Werthe nahezu genügt, und es gehen also an dieser Stelle 
zwei reelle Wurzeln der Gleichung in zwei complexe über. Mit diesem an- 
genäherten Werthe der Wurzel geht man nun wieder in die Gleichung ein, 
verbessert ihren Werth u. s. w. nach dem gewöhnlichen Princip der approxi- 
mativen Berechnung. Hat man sich so überzeugt, dass zu Werthen von y 
welche dem y„ sehr nahe kommen, complexe Wurzeln von der betrachteten 
Form gehören, so ist es dann nicht schwer, auch zu zeigen, dass dem Werthe 
V = 0 complexe Wurzeln der Gleichung in x entsprechen. 

Soll aber diese Schlussweise zulässig sein, so muss jener Approximations- 
process zu einer Grenze führen, also die Reihe, in welche man (x — Xo) «nt- 
w'ickelt, convergent und ferner in analytischer Form darstellbar sein, damit 
man sich durch ihre wenigstens indirecte Substitution in die Gleichung 
y — yn = h" (X — x„)» . 

davon überzeugen könne, dass sie eine Wurzel derselben ist 

Dazu aber würde es eines Satzes, wie des von Lagranor zur analytischen 
Entwickelung der kleinsten Wurzeln einer Gleichung und dessen ohne Hilfe 
der ausgeführten Theorie der Functionen complexer Grössen wohl nicht mög- 
lichen strengen Beweises bedürfen: so dass man das Hebel des Laoranoe’- 
schen Beweises als unheilbar ansehen muss. 

Auch das von Leoendre (Thöor. d. nombr. 3. öd. 1830. Bd. I. S. 17ti) 
gegebene Verfahren, die complexen Wurzeln approximativ zu bestimmen, 
leidet an demselben Gebrechen. 
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27 . 

Dritte Methode. 

Während die erste Atethnde, den Satz von der Zerleghiirkeit 
einer ganzen Function in Faetoren ersten Grades zu beweisen, 
wasentlich von Stetigkeitsbetrachtnngen, die zweite von einem Nälie- 
rungsverfahren zur Bestimmung der Wurzel ausging, so lässt sich 
eine diitte Methode erdenken, welche rein algebraischer Natur ist 
und auf den Sätzen über Zerlegung der Functionen in rationale 
Faetoren beruht. Den einzigen mir bekannten, strengen Beweis 
dieser Art hat Gaitss gegeben. Fa- zeigt, dass wenn f x eine ganze 
Function mit reellen Coefficienten vom Grade 2'" k und k iimpar ist, 
stets eine andere Function mit reellen Coefficienten vom- Grade 
2^‘ A-, wo u<C.it, angegeben werden kann von der Eigenschaft, 
dass alle com plexen Wurzeln der letzteren, wenn sie solche hat, 
auf einen reellen oder coniple.\en Werth führen,- welcher /’s- ver- 
schwinden macht. Ist fi > 0, so wendet man dasselbe Verfahren 
auf die Function vom Grade 2" k an u. s. f., bis man endlich zu 
einer Function von imparem Grade k und mit reellen Coefficienten 
gelangt, der jedenfalls eine reelle Wurzel zukommt, die daher auf- 
steigend zu einer reellen oder complexen Wiu-zel der Gleichung 
f X = 0 führt. 

S. Dem. nova altera (Comment. rec. soc. Gotting. A. 1S16) und v. Staudt 
in Crelle’s .Toum. Bd. 29. S. 97. Auf einem ganz ähnliclicu Principe als der 
soeben angedeutete Beweis , der bei seinem rein algebraischen Charakter fftr 
die uns zunächst liegenden Zwecke nicht weiter ausgefiihrt werden soll , be- 
ruht ein von I'ä’i-ER (Ilist. de l’Acad. d. Berlin. A. 1749. S. 222) gegebener, 
der dann von de Foncenex (Miscell. pliil.-malb. soc. Taurinensis. Bd. I. 17ö9. 
S. 110), Lapi,.v.cb (Le^ons de l’licolc normale 179.Ü. im .Toura. de l'ecol. 
polytechnique, Call. 7. 8. S. 5(J), Laoranoe (Nouv. Meni. de PAcad. d. Berlin. 
1772. S. 222 und IV. Note des Traite de la Resol. des equ. numer.), Ivory 
(Art. F.quations in der Edinburgher Encyclopaedia britannica, 7. Ausg. 1S42. 
S. 329) und von G. Peacock (Report of the 3. nieet. of tlie Brit. Assoc. f. the 
advanc. of scienee S. 297) berichtigt und umgestaltet worden ist. Indessen 
theilen alle diese Beweise einen fiuidamcntalen Fehler — dem zu entgehen, 
einen eminenten Aufwand von Schärfe des Gedankens und Productionskraft, 
wie beides in Gauss wunderbar vereinigt war, voraussetzte — den Fehler 
nämlich, dass von vornherein nicht nach der Existenz der Wurzeln einer 
Gleichung, sondern nur nach der Form derselben, und ob diese (A Bi) sei, 

Hankel, complexe Zahlen. 7 
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gefragt wird, indem dabei stillschweigend das Axiom angenommen wird, dass 
eine (rleichung jedenfalls « Wurzeln besitze, die entweder reell oder imaginär 
oder unmöglich d, h. nicht von der Form ( .1 + I! i) seien. Diese Annahme 
ist doch nicht so absurd , als es auf den ersten Blick dem heutigen Mathema- 
tiker .scheinen möchte. Beweis genug die Unbefangenheit und Allgemeinheit, 
mit welcher sie gemacht und noch im Jahre LH08 von I,.A.fiRANGR. ja noch 1834 
von Pe.vcock, der GAüssJlewoise sehr wohl kannte, festgehalten wurde. Man 
muss sich nur die Sache so vorstellen; Ausser den gewöhnlichen imaginären 
Zahlen von der b'orm (^1 + Bi) kann man vorläufig noch andere annehmen, 
auf welche der Begrifl' der Addition und der commutativen Multiplication ein- 
deutig anwendbar ist, und welche als Wurzeln, freilich als unmögliche, erschei- 
nen können. Wir werden in der That im VI. Abschnitt noch weitere complexe 
Zahlen, welche von den bisher betrachteten specifisch verschieden sind, kennen 
lernen , auf welche die Addition und Multiplication eindeutig anwendbar ist 
und welche recht wohl solchen Gleichungen neben den gemeinen complexen 
Zahlen noch als Wurzeln genügen können. Die Paradoxie, welche darin 
liegt, nach der Form der Wurzeln zu fragen, ist also nur scheinbar und nur 
bei einer beschränkten Auffassung vorhanden. Wie man aber von vornherein 
behaupten könne, dass jede Gleichung in diesem Sinne „unmögliche“ Wurzeln 
überhaupt, und zwar deren v besitzen müsse, dafür finde ich bei den an- 
geführten Schriftstellern auch nicht den Schatten eines Rechtfertiguiigs- 
grundes. — 

Kästner nimmt t.\nfangsgr. d. eudl. Analysis 1767. Art. 210) diesen Satz 
ganz ausdrücklich als Axiom au, ein Verfahren, welches immer noch bedeu- 
tend besser ist, als wenn, wie dies bei vielen, in’sbcsondere deutschen Lehr- 
büchern der Algebra bis auf unsere Tage der Fall ist, nicht einmal ein Enoncö 
dieses Fundamentalsatzes gegeben, oder derselbe auf wunderliche Weise 
(s. z. B Egen, Ilandb d. Aritb. II. Bd.' S. 244) hinein escamotirt wird. Ein 
höchst naiver Syllogismus findet sich in manchen Büchern ans dem Ende 
des vor. Jahrhunderts: „Man nehme n Factoren {x — x,) ... (x — a-„) an , wo 
Xt ... X, noch unbekannt sind und setze deren Product = / x. Dann werden 
aus der Vergleichung beider Ausdiücke Gleichungen erhalten, aus welchen 
die Wurzeln x, . . . x„, da die Zahl der Gleichungen und Wurzeln gleich ist, 
sämmtlich bestimmt werden können.“ ((Jauss Dissert. von 1799. Art. 3.) 
Einen prächtigen circulus vitiosus begeht Dubourquet in einem Beweise 
(Geruonne’s Anu. 2. Bd. 1811. S. 399i, den er trotz wiederholter Erinnerungeu 
(s. 3. und 4. Bd. derselben .\nnal.) nicht zurückgenommen hat 
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Die höheren complexen Zahlen. 



§. 28 . 

Theorie der eomplexen Zahlen im Allgemeinen. 

Wir gehen bei der Bildung der hüheren coni|)Ie.xen Zahlen von 
einer Anzahl von einander unahhängiger, uisprünglicher, imaginärer 
Einheiten /i, ■■■in ans, welche additiv und nndtiplioativ sowohl 

unter sich, als auch mit den gewöhnlichen complexen Zahlen ver- 
bunden werden können. Unter /*, wo eine gemeine complexe 
Zahl bedeutet, verteilen wir ein commutatives Pnaluct; wir setzen 
ferner das associative I’rincip voraus, wenn es sich um die Multi- 
plication der neuen Einheiten unter einander oder mit gemeiuen 
complexen Zahlen handelt, lassen aber die Voraussetzung der Com- 
mutativität der Einheiten unter einander im Allgemeinen fallen. 

Bilden wir aus solchen Producteii a* durch Addition, d. h. 
(iine commutative und iissociative Operation die Zahl 

« = «, ln 

so nennen wir a eine complexe Zahl rder Ordnung und ersten 
(irades, mit den Uinheiten ti ■ . . i„ und den Coefticienten Oj . . . a„. 
Wir werden solche complexe Zahlen, wenn nicht ausdrücklich 
etwas anderes bemerkt wird, mit griechischen, die gemeinen com- 
plexen Zahlen mit lateinischen Buchstaben bezeichnen. 

Die Voraussetzung, dass /, ... t, von einander unabhängig 
sein sollen, kann jetzt genauer dahin präcisirt werden, dass zwi- 
schen den II imaginären Einheiten keine lineare Gleichung 

T*. 



Digitized by Google 




100 



VI. Die hübcren complexcu Zalilcu. 



0 = a, t, +••• + «» <» 

bestehen soll, ausser wenn u, a, - 0. 

Bei der Addition zweier solchen Zahlen wird inan zufolge 
der Grundgesetze die.ser Operation 

a + ß = («1 <1 + . . . + a„ <,) + <1 + • • • + ^\ <») 

= «t <1 + . . . + a, f, d" /.»i <1 4* ••• + /'. <» 

= («1 <1 + <i) + ■ • • + («» I») 

setzen müssen, und wenn man : 

(« + />)/= tt t 4- /' / 

also das distiibutive Piincij) in diesem Falle annimmt, so hat man: 

(«1 f] 4- • • • 4" "n '») 4- (^'i 'i 4* • • ■ 4- <«) = 

(fl, + 4- • • • 4" («'» 4- <^») in, 

eine Gleichung, welche man auch als Definition des Additions- 
hegriires ansehen mag. Dann folgt aus ihr ohne weiteres 
a + ß = ß + a, 

und 

(ß 4- /i) 4* Z == {(<*1 + D + • • •! 4- (ci /i 4- • • •) 

= («, 4- 4- ci) 4" • • • = («1 4- f'i 4- C|) /I 4- ... 

= («1 <1 4- • • •) + K'^'i + <1 4- • . •} = « + (/^ + /') 

also das commutative und associative Princip im Allgemeinen. 

Es wird nicht überflüssiu: sein, hier den methodischen Weg zu bezeichnen, 
der uns zn den Rechnungsoperationen für diese Zahlen führt: Zunächst benutzt 
man da.s Princii) der rermanenz der formalen arithmetischen Gesetze , indem 
man die in §. 6 und 7 gelehrten Ojierationen mit allen ihren P'olgenmgen auf 
die complexen Zahlen anwendet und so zu den Eomieln gelangt, welche die 
Resultate jener Operationen darstellen. Dann aber, weil es a priori nicht fest- 
steht, dass alle Jene .Gesetze der Addition und Multiplication widerspruchsfrei 
für die neuen Zahlen gelten, geht man synthetisch von jenen auf analytischem 
Wege gewonnenen Formeln und weist nach, dass die durch sie definirte 
Operation den formalen Gesetzen derselben genügt. First wenn diese beiden 
Wege zurückgelegt sind, liegt die Möglichkeit, aber auch die Nothwendigkeit 
vor, die Operationen mit den allgemein hi § G und 7 detinirten zu idcntiticiren. 

Was man unter der Suhtraction zweier complexen Zalilen 
zu verstehen habe, geht aus dem Additionshegiifle unzweifelliaft 
hen or, wie auch, dtiss beide Operationen stets eindeutig sind. 
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Man sieht ferner, dass wenn 



«1 <1 + • • • + “» t« = <1 + • • • + I 

also 

("i — ''■'i) «I + • • ■ + («. — ^») u == 0, 

nach der ohigen Festsetzung der linearen Indei)endenz der « Kin- 
heiten, hieraus auf die Gleichlieit der respectiven Cuefticienten ge- 
schlossen werden kann. 

Sämmtliche Zahlen a, welche in linearer Weise aus «unab- 
hängigen Einheiten gebildet werden küiuien, bilden zusammen ein 
System »iter Oi-dnung und ersten Grades. 

Untei'suchen wir jetzt die Zahlen, welche aus jj linearunab- 
hängigen Zahlen dieses Systems ßi, ... ß„, zwischen denen also 
keine Gleichmig 

<1 ßi -j- c„ ß„ — 0 

stattfindet, gebildet werden können. Ist 



«1 = «1 /^i ■ • • + ßn 

und «1 nicht Null, so hat man: 









Es kann also ßi aus Ui, ß^, . .. ß„ linear gebildet werden und da- 
her das aus ß„ abgeleitete System ebenso aus Ui, ßi ... ß, - 

abgeleitet werden. Man sieht überhaupt, dass wenn ßi...ß, 
linearunabhängig sind, und ebenso «i d:is ganze System 

der aus ßi ... ß, dem aus abgeleiteten identisch wird. 

Unter dem Producte a ß verstehen wir, wenn 
a = «1 <1 . -j- «, «» = .i «m tm 

ß l>l li l>n in = ^ bp tp 

gesetzt wird: 

Cf ß ^ Um int ^ bp Ip ^ 0„^ bp Int ip 

indem nach den oben festgesetzten Annahmen a„ <„ hp ip = a„ bp i„ 
wird. Nimmt man dann dieselbe Multiplicationsiegel für die aus 
ln, Ip zusammengesetzten Z:thlen, und das associative Princip bei der 
Multiplication der Einheiten (/„ t,) <, = im Up i<,) so hat man : 
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( t iH AM /p) Cq tq ( ^ t m 1 ^ 

“ ^ ö« bp ^*q (/m /p) tq ^ ^<wi /*p Cq ttn (jp /p) 

" " /•« ^-q tp tq ■ /iH ( ^p /p tq #q) 

also 

(« (i)y = a{ßy) 

d. h. das jissociative Princip in seiner vollen Gültigkeit. Was das 
allgemeine distributive Piincip betriÖ't, so ist 

(2/ «„ u + ^ bm u) ^ Cp ip ~ 2! («» + b„) i„. 2i Cp ip 

= ^{am + b„) Cp .i„ip= ^ Cp tp + 2 ^ b„ Cp i„ tp 

V \’ I V / 

““ ^ tm • ^ t7p Ip ^ Of^ /m * Cp tp 

und dasselbe daher erfüllt. Die Eindeutigkeit der Multiplication 
folgt ebenfalls aus ihrer Delinition, falls die Producte i„ tp bestimmte 
sind; ob aber das Product sich stets ändert, wenn sich einer der 
Factoren ändert, und ob die Multiplication eommutativ ist, oder 
nicht, beides hängt ganz von der Bedeutung ab, W'elche man den 
Producten der Einheiten gibt, und welche oü'enbar eine ganz ver- 
selüedene sein kann, ohne dass sich die Gültigkeit der bisher ent- 
wickelten Multiplicationsregeln chidurch änderte. 

Wir haben bisher nur die Zahlen ereten Grades betrachtet, 
welche linear aus ihren Einheiten zusammengesetzt sind. Mau wird 
Zahlen zweiten Grades erhalten, weim sich in: 

a — «1 /.I -P og -P . . . 

unter den z, , zg • • • solche Producte von Einheiten t„ tp befinden, 
welche von den Einheiten selbst wesentlich vei’schieden sind. Ebenso 
kann man Zahlen «den Grades aus den Producten der Einheiten 
zu je m zusammensetzen. Ihre Rechnungsregeln definiren wir, wie 
dies auch schon vorhin vorausgesetzt ist, formal ganz ebenso, als 
die der Zahlen ersten Grades — und erhalten so ein aus den 
m’S])rünghchen und den abgeleiteten Einheiten gebildetes voll- 
ständiges Zahlensystem «tcr Ordumig, dessen Multiplication eine 
associative und distributive Operation ist. 

In der Versehiedeulieit der partieuläreii BestimmuiiR der Kiiiheitsproduete 
liegt die Verschiedenheit der Systeme höherer complexer Zalilen. So könnte 
man, um die Gesetze der arithmetischen Multiplication, soweit als möglich. 
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permanent zu machen, z. B. die Commutativität erhalten und deshalb 
Im ip — ip Im setzen, wo dann noch die Werthe dieser Producte selbst 
mannigfach gewälilt werden können. Man könnte ferner, indem man jene 
Permanenz aufgibt, i„ ip — — ip setzen. Es wird ferner nahe liegen, 
die Producte der Einheiten auf die Einheiten selbst zu reduciren und 
z. B. /, ij = . zu setzen, um so nicht bei jeder neuen Multiplication 

auf neue Zahlen gefülirt zu werden. Endlich wird man die Absicht ver- 
folgen können, solche Bestimmungen zu treffen, welche die Eigenschaft eines 
Productes, sich mit einem seiner Factoren zu ändeni, erhalten, um so eine 
l)estimmte Division möglich zu machen, u s. w. Die wissenschaftlich wichtig- 
sten, speciellen Annahmen werden wir im Folgenden einzeln untersuchen 

Die idealen Zahlen. Die von üauss und Diriciilet in die Zahlen- 
lehre eingeführten allgemeinen complexen ganzen Zalileu 

« ~ 0] li + . . . + fln <» 

wo I, . . . („ die Wurzeln der Gleichung 

X" = 1 

und Oi . . . 11 , ■ ganze reelle Zahlen sind, unterscheiden sich von den Complexen 
der Analysis dadurch, dass hier zwischen den » Einheiten allerdings lineare 
Relationen bestehen, nur (mit Einer Ausnahme) keine ganzzahligen. , 

Eine solche coraplexe Zahl kann entweder in Factoren derselben Art 
zerlegt werden, oder nicht. Im ersten Falle wird man sie eine zusammen- 
gesetzte Zahl , im anderen eine complexe Primzahl nennen können. Es hat 
nun Kummer (Ceelle’s .loiirn. Bd. 35. S. 319) bemerkt, dass wenn auch « auf 
keine Weise in complexe Factoren zerlegt werden kann, sie deshalb noch nicht 
die wahre Natur einer Primzahl hat, weil sie schon gewöhnlich der ersten 
und wichtigsten Eigenschaft der Primzahlen ermangelt: nämlich dass das Pro- 
duct zweier Primzahlen durch keine von ihnen verschiedene Primzahl theilbar 
ist. Es haben vielmehr solche Zahlen , wenn- gleich sie nicht in complexe 
Factoren zerlegbar sind, deimoch die Natur der zusammengesetzten Zahlen, 
und Kummer denkt sie sich daher in ideale complexe Prim-Factoren 
zerlegt, die er durch eine unter allen Umständen bleibende Eigenschaft der 
Primfactoren coniplexer Zahlen, welche unabhängig ist von der Zufälligkeit, 
ob die wirkliche Zerlegung statthabe oder nicht, vollkommen definirt hat. 

Auch Galois (s. Sbbbet , Algöbre sup. 2. ed. S. 348) hat neue complexe 
Zahlen aufgestellt, welche ganz in unserer obigen Form erscheinen, und ge- 
mäss dem Principe der Permanenz, das in der Algebra zur Einführung der 
gewöhnlichen complexen Zahlen veranlasst hat , und welches einer Gleichung 
soviel Wurzeln beilegt, als ihr Grad Einheiten hat, den entsprechenden Satz ■ 
auf die Congnienzeu höherer Grade übertragen. 

.Jedoch kann es hier nicht unsere Absicht sein, die Theorie dieser und der 
idealen Zahlen weiter zu verfolgen : die Natur des Imaginären in der Lehre 
von den ganzen Zahlen ist denn doch bei der Uustetigkeit des Zahlenmaterials 
eine andere, als die des Imaginären in der Analysis mit ihrem Begriffe des 
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Stetigen. Während die im Texte oben definirten , stetig aufeinanderfolgenden 
Zahlen mannigfache, ihnen entsprechende Objecte im (Jebiete der wirklichen 
Anschauung des Stetigen, im Kaume, der Zeit, der mechanischen Kraft und 
Geschwindigkeit linden, so scheineu, wie Kummkr dies zuerst ausgesprochen 
hat, die complexen und idealen ganzen Zahlen berufen, in den chemi- 
schen Verbindungen, welche stets nach ganzzahligen Verhältnissen 
erfolgen, ihr natürliches Substrat zu finden. Eine chemische Formel kann als # 
eine complexe Zahl angesehen werden, deren Einheiten die Zeichen der File- 
mente und deren Coeflicieuten die Multipla derselben sind. „Der chemischen 
Verbindung entsi)richt für die complexen Zahlen die Multii>lication; den Ele- 
menten oder eigentlich den Atomgewichten derselben, entsprechen die l'rim- 
factoren; und die chemischen F'ormeln für die Zerlegung der Körper sind 
genau dieselben, wie die F'ormeln für die Zerlegung der Zahlen. Auch selbst 
die idealen Zahlen unserer Theorie finden sich in der Chemie, vielleicht nur 
allzuoft, als hyiwtbetische Radicale, welche bisher noch nicht dargestellt wor- 
den sind, die aber, sowie die idealen Zahlen, in den Zusammensetzungen ihre 
Wirklichkeit haben. Das F'luor, für sich bisher nicht darstellbar und noch 
den Elementen zugezählt, kann als Analogon eines idealen Primfacturs gel- 
ten. ... In der Chemie hat man ferner zur Prüfung der in einem unbekannten 
aufgelösten Körper entlialteneu Ütofi'e die Keagentien, . . . ganz dasselbe findet 
für die comi)lexen Zahlen statt. Auch der Begriff der Aequivalcnz ist in der 
Chemie fast derselbe, wie in der Theorie der complexen Zahlen . . . Diese hier 
angedeuteten Analogieen sind nicht etwa als blosse Spiele des Witzes zu be- 
trachten, sondern haben ihren guten Grund darin, dass die Chemie, so wie der 
hier behandelte Theil der Zahlentheorie , beide denselben Grundbegriff, näm- 
lich den der Zusammensetzung, wenngleich innerhalb verschiedener 
Sphären des Seins, zu ihrem Principe haben.“ (Kummer, Crelle’s Jouru. 

Bd. Ö5. S, 

Fis lässt sich aus den kurzen Andeutungen, welche sich im Septemberhefte 
des Philosophical Magazine von ISfifi über eine Mittheiluug von C. L. Brodie 
befinden, die er in der Royal Society gemacht hat, mid deren Titel ist „The 
ealculus on Chemical üperations, being a Metliod for the Investigation, by 
means of Symbols, of the Laws of the Distribution of AVeight in Chemical 
Change. — Part. I. üu the Construction of Chemical Symbols“, keine aus- 
reichende Vorstellung seiner von den angegebenen Principien ausgehenden 
Methode der Zerlegung chemischer F’ormeln gewinnen. Wenn aber nicht 
alles täuscht, so ist von dieser Seite her eine Auw'cuduug matliematischer for- 
maler Principien auf die Chemie eher zu erwarten , als von Seiten der Mole- 
cularphysik. 

HistoriBches. Zugleich mit der geometrischen Darstellung der imagi- 
nären Zahlen in der Fibene musste die F’rage entstehen, ob es nicht möglich 
sei , die Punkte und Strecken im Raume durch irgendwelche neue imaginäre 
Zahlen auszudrücken. Dies hat bereits Ahgand (Gerüonne’s Annalen Bd. 4. 

1813. S. 14ti) durch j/ — 1 vergeblicher Weise versucht. Auch Servois 
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machte (ebenda. S. 235) eine dahin zielende Bemerkung, ohne sie weiter ans- 
zuführen. In England hat sich das Interresse für diese Frage immer rege 
erhalten: Sir W. K. Hamilton beschäftigte sieh in fortwährender Verbindung 
mit den Brüdern John T. Gkavks und Cuabi.ks ühaves, mit solchen Ver- 
suchen, von denen er in der umfangreichen Vorrede zu seinen Lectures on 
Quaterniuns einen höchst interessanten Bericht erstattet. Von der DarsU'lluug 
(fer Punkte im Ilaume durch Compluxe (Oi, Oj, « 3 ) (vergl. ohen S. 72) aus- 
gehend, handelte es sich darum, solche Verknüpfungen derselben zu erfinden, 
welche natürlichen geometrischen Verhältnissen enlsprcchen. Die Aufstellung 
solcher war insofern Sache freier Production, als es nothwendig war, einige 
Eigenschaften der gemeinen 4 Species auf/.ugeben; aber welche? Hamilton 
wurde erst durch viele vergebliche Bemühungen davon überzeugt, dass man 
nicht, wie er anfangs meinte, das commutative Princip festhalten könne, ohne 
das distributive zu verletzen, und dass letzteres in der That die wesent- 
lichste Eigenschaft der Mnltiplication sei. So stellte er die allgemeinen Ver- 
knüpfungsgesetzc der Comi>lexe («i , Oj , ... n») , die er später auch in der 
Form a, I, - 1 - . . . + «» i„ schrieb, auf und untersuchte verschiedene parti- 
cularc Multiplicationen, die ihn 1S43 endlich auf seine Quaternioueu fülirten. 

Gleichzeitig hat in Deutschland H. Grassmann (in den S. 16 angeführten 
Schriften, sowie in Ckellb’s Journal Bd. 31. S. 111. Bd. 36. S. 177. Bd, 42, 
S. 187. Bd. 4!t. S. 1 und S. 123. Bd 52. S. 251.) im Haume oder überhau|)t in 
einem Gebiete, welches aus mehreren von einander unabhängigen stetigen 
Elementaränderungen besteht, Operationen vorgenommen, welche in alge- 
braischer F'assung Additionen und Multiplicationcn complexer Zahlen dar- 
stellen, und hat deren Natur in sehr allgemeiner und eingehender Weise 
untersucht. — 

Wir haben in unserem Texte nur solcher complexer Zahlen gedacht, bei 
deren Mnltiplication das associative und distributive Princip erfüllt ist. An 
und für sich aber steht dem nichts entgegen, dass man eines dieser Gesetze 
theilweise fallen lässt und dafür etwa das commutative permanent erhält, ln 
der That hat H. Scuefi-ler („Ueher d. Verh. d. Arith. z. Geom., in’s Bes. üb. d. 
geom. Bed. d. imag. Zahlen“, 1846, und im „Situationscalcul“ 1851) eine Art 
von complexcn Zahlen zur Behandlung räumlicher Verhältnisse aufgestellt, 
welche durchaus commutativ in ihrer Multiplication, aber dem distributiven 
Gesetz im ,\llgemeinen nicht unterworfen sind. 

Die aus (2« — 1) comidexen Einheiten gebildeten Zahlen Kirkman’s 
(On Pluquaternions and Homoid Products of Sums of n Squares, Phil. Mag. 
Dec, 1848. S, 447 und S. 494, s. auch Cayley Phil. Mag. März 1845. S. 210) 
haben im Allgemeinen nicht die associative Eigenschaft in ihrer Mnltiplication. 

Ich habe bei dem geringen , oder mindestens ganz speciellen Werthe, 
welcher diesen letzten Zahlensystemen zukommt, von ihrer Darstelhuig ab- 
seheu zu sollen geglaubt , wenngleich es an sich immer interessant bleibt, die 
Multiplication unter so ganz verschiedenen particnlären Bedingungen in ihren 
Eigcuthümlichkeitcu zu untersuchen. — 
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Von Injsonderer Bedeutuii" ist der Umstand, dass ein inniger Zusammen- 
hang zwischen der Kunctionenlehre complexer Zahlen liöherer Ordnung und 
dem sogenannten Operationscalcul, also einer sj'ndtolischen Zusammeid'assung 
gewisser Zahlenoperationen besteht So lasst sich z. U. die Functionaldeter- 
minante als l’otenz der Derivirten einer Kuuetion luiherer complexer Zahlen 
dai’stclleu Ferner lässt sich der namentlich von Cayley und seiner Schule 
ausgebildetc „hyiMTileterminant calculus" in eine Form hringen, welche im 
engsten Zusammenhänge mit der Theorie comj)lexcr Zahlen steht, wie ich dies 
in nächster Zeit nachzuweisen hotte. 



8. 2i). 

Begrenztes coinplexes System. 

Die in gewisser Hiusiclit einfiu liste Multiplication höherer com- 
plexer Zalil erhält man , wenn sich die Producte der Einheiten wie- 
der auf die Einheiten selbst reduciren, nämlich lineare Functionen 
derselben sind, also, wenn n Eiulieiten vorluuiden sind, das Product: 

Ik U == «*.,» + '«V». 0 + « » <2 + • • • + «Am <» 

ist. Um die Natur flies&s Zahlensystemes weiter zu untersuchen, 
e^niiuiren wir aus den (n — 1} nach /.j, ij . . . /„ linearen Glei- 
chungen : 

I, l2 = «1,2 -|- «1,2 <1 + «1,2 <2 + • • • + «C2 
O G = «1,3 + «1,3 O + «1,3 <2 + • • • + «es ln 

<1 ln = «1,» + «’l,» <1 + « ’l,» G + ■ • ■ + «S"n ln 

oder 

«1,2 «1,2 ll = («”l,2 ~ o) h + «”’l,2 <3 + • • ■ + «iri ln 

«1,3 «1,3 l\ — «”l,3 It + (« ”l,3 <l) <3 + • • • + «CS ln 

«1,» « 1,B <1 = «"l,.< <2 + «’ i.n <3 + • • • + («!,"« 

deren Determinante 

« 1,2 — O « 1,2 ■ • • Hi’i 

« 13 a 1,3 Ij . . . «S"s 

« 1 ,« « l.n • • • «Ir» ll 
ist, die < 2 , . . , ln- Dann werden diese durch einen Quotienten dar- 
gestellt, welcher im Zähler und Nenner eine Function (?i — l;ten 
Grades von enthält, und substituirt man sie in der Relation: 
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!\ *1 = «1,1 + a'l.l <1 + • . . + Ol"l ln^ 

so verwandelt sich letutore in eine (jrleichung (« + l)ten Grades 
in Bezug auf /j, deren höchstes Glied den Coefficienteu + 1 
hat, während alle anderen die gemeinen eoniple.xen Zahlen n, aber 
flui’chaus keinen Nenner enthalten, .so dass also 

(," + * + <i" + • . • + /'» + !.= 0, 

wo die ii . . . + , gemeine complexe Zahlen sind. Die Gleichung 

j.» + > ^ ^ _ _ _ _j_ ^ ^ _ 0 

hat nun jedenfalls n gemeine complexe Wurzeln C| ... c„ + 1 so dass 
+ «2 + • • • + <■» + 1 = — 

C’l Cg + Ci C3 + <•* Cj + . . . = + L2 

Cj Cg . . . f„+ 1 = ( 1)"'*’' 1 

also ist identisch: 

ti" + •• ■ + ^» + 1 = — (<i + ^'2 + ••• + o« + i) '1" + • • • 

+ ( 1 ) " ^ ' <-j Cg . . . c„ 1 

und, da auf 1 , alle gewöhnlichen Multi{>licationsregeln anwendbar 
sind, hat mau diese ganze Function 

= (<i — Ci) (<i — t’ä) • • • (ti — < » + i) 

Es ist nun <i so zu bestimmen, dass dieses Product verschwindet. 
Geschieht dies, indem ein Factor desselben der Null gleich, also 
f, = cj gesetzt wird, so wäre <j (;ine gemeine complexe Zahl und 
daher keine neue imaginäre Einheit. Soll sie aber eine neue ima- 
ginäre lOinlieit sein, so muss vorstehendes Product verschwinden, 
ohne dass einer seiner Factoren Null wild. 

In dem Ausnahmelälle, dass «i,j, . . . o,.«, . . . a\ „ Null 

sind, muss obige Determinante (1) verschwinden, woraus sich /j 
ebenfalls sds gemeine complexe Zahl bestimmen würde. 

Ein höheres complexes Zahlensystem, dessen formale 
Rechnimgsopcratiouen nach den Bedingungen des §. 28 bestimmt 
sind, und dessen Eiuheitsproducte ins Besondere lineare Functionen 
der ursprünglichen Einheiten shid, und in welchem kein Product 
verschwinden kann, ohne dass einer seiner Factoren Nidl würde, 
enthält also in sich einen Widci’spruch und kann nicht exi- 
stiren. 
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Will iiiiui also ein complexos Zahlensystem annelimen, welches 
ein hegroiiütes insofern ist, als es hei der Multiplication nicht 
auf neue Einheiten IVihrt und in welchciu die Kinheitsproducte, wie 
bei den gemeinen complc.xuu Zahlen, auf die Einheiten selbst linear 
reducirt werden können, so muss man die Eigenschaft des gemeinen 
Productes, nur durch das Nullwerden eines seiner Factoren zu ver- 
schwinden, aufgehen. In einem solclien Systeme wird daher ein 
Product nicht jedesmal seinen Werth ändern, wenn der eine Factor 
sich verändert, während der andere constunt l)leiht, und die Division 
wird in gewisser Weise unbestimmt. 

Damit ist die Frage beantwortet, deren Lösung G.\uss*) ver- 
sprochen, aber nicht gegeben hat, „warum die Relationen 
zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr 
als zwei Dimensionen darhieten, nicht noch andere 
in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten von 
Grössen liefern können.“ Jede mögliche Art von complexen 
Grössen wird sich in ihrer Multiplication durch eine wesentliche 
Eigenschaft von den gewöhnlichen Zahlen der Algebra unterschei- 
den müssen. 

§. 30. 

Coiuplexes System mit zwei Einheiten, 

Lässt man einem Zahlensysteme, dessen Einheitsproducte sich 
wieder auf die Einheiten linear reduciren, die Eigenschaft zu, dass 
ein Product verschwinden könne, ohne dass einer seiner Factoren 
verschwindet, so liegt in ihm nichts Widersjtrechendes. 

Das aus der niunerischcn und einer anderen Einheit i gebildete 
System, wo t der Gleichung 

11 = — 1 

genügt, und auch sonst alle Eigenschaften der gewöhnlichen imagi- 
nären Einheit i hat, ohne aber mit ihr identilicii-t werden zu können, 
hat besonderes Interesse dadui'ch , dass es zur Erläuterung der auf 
S. 70 gemachten Bcmerkimgen dienen kann. Sind aj , ...«„, K 

X, >/ gemeine reelle Zahlen und wird im vorliegenden Systeme die 
Wurzel I == a; -F .// < der Gleichung 

•) S. Werke, Bd. II. S. 178. 
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r + («1 + h 0 + ••• + («. + fu i) = 0 (1) 

gesucht, so findet man, wenn man nach der Substitution von 
$ = « + //< entwickelt, und den von / freien, sowie den mit t 
multiplicirtcn Tlicil einzeln der Null gleich setzt, zwei Gleichungen 
in X, I/, welche genau mit denen übertnnstinunen , die. man mit der 
Substitution ^ — x + i/ i aus 

r + («1 + k i) ■+... + («„ + (>. >') = 0 (2) 

abgeleitet hätte. Diesen beiden Gleichungen kommen dann nach 
dem Fundamentalsatze der Algebra nicht mehr und nicht weniger 
als n Paare reeller Werthe von x, tj nämlich .tj , ,Vi ; . . . x„ , ?/„ , zu, 
welche die gewöhnlichen complcxen Wurzeln 

. a-, + 1/^ i 

der Gleichung (2) ergeben, und auch jetzt werden : 

^1 + <, • • • y» + I/« I 

V. Wurzeln der Gleichung (1) in dem neuen Systeme sein. 

Jene zwei Gleichungen «ten Grades in x, y geben aber durcli 
Elimination eine Gleichung «-ten Grades für a-, so dass im Ganzttn «* 
verschiedene Pjuare zusammengehöriger Werthe ,r, //, nntiw ihnen jene 
V reellen gefunden werden. Die anderen Paare .r„ + 1 , »/„ n ; • • • 'rt’ , 
sind gewöhnliche complexe Zahlen, welche zu 

«.+1 + //b + 1 ^'1 • • • ^«1 + y»i t 

vereinigt, jene »i Wuraelpaare 

•'»’i + }h ^^ . . . -r. + y« i 

immer wieder erzeugen, indem (he reellen und imaginären Theile 
in ihnen nur anders gmppirt sind. 

Anders aber verhält sich dies in unserem Systeme der /; denn 
die Wuizcln der Gleichung (1) 

»■„+1 -f- v/n + i / , . . . .T„, + y^t I 

werden von den Wui’zeln 

+ l/l t, ■■■ ^n + !/nl 

im allgemeinen wesentlich verscliieden sein, da sich Glieder mit 
t, I, i t multiplicirt gegen einander nicht aiifheben können. Hieraus 
geht denn hiervor, dass in un.screm Systeme eine (ihüchung «ten 
Gnules, wie (1), ?tWui-zeln mit reellen Coefticienten und » (« — I) 
Wurzeln mit gemeinen imaginären Coefiieienten besitzt (vergl. i?. 4ö). 
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So hat z. B. 

1 

ilie Wurzeln: 

-|- li — 1> + *<* — *'• 

Die Gleichung 

hat, wenn man zur Abkürzung: 

-1 + 1/3 * — 1 + ( /il 

„ == — i— , « = ‘ 2 ' 

setzt, die 9 Wurzeln: 

1; «, «3. a-, n ß^, ß*. 

Die Gleichung : 

liat die IG Wurzeln, welche durch Vertauschung der Zeichen aus: 

i 1' dt *> i '1 i + i (1 i 0 (1 dt ') 

hervorgehen u. s. w. 

Solche Verhältnisse, wie sie hier geschildert sind, treten in der Quater- 
nionentheorie ein, wenn, geometrisch gesprochen, alle Coefficienten Qnater- 
nionen in einer Ehene sind und auch nur nach den in dieser Ebene liegenden 
Quaternionen gefragt wird, 8.,11 amii,ton, Elements of Quaternions. S. 275 u. ff. 

Mit Zahlensystemen, welche ans nur zwei Einheiten gebildet sind, haben 
sich .foHN T, (iRAVES (Oll a connection between the general theory of Normal 
Couples and the Theory of Completc Quadratic Functions of two Variables. 
Phil. Magaz. April 1845. S. dl5) und Cayi.ey (On algebraical couples, Phil. 
Magaz. .luli 1845. S. 38), aber ohne sonderlichen Erfolg beschäftigt. 

§. 31 . 

Unbegrenztes comnintatives System. 

Ganz andere Verhiiltnis.se, wie die eben behandelten treten ein, 
wenn die Producte der ursprünglichen Einheiten von ihnen selbst 
wesentlich verschieden und connnutativ sind und unter 
sich auch in keinen weiteren Relationen stehen, als solchen, 
die aus dem commutativen Multiplicationsbcgrifl’ unnuttelliar her- 
vtirgehcn. Es sind dann : 

>ll lit • • • ln 

die Einheiten ei’sten Grades, die ” ' ”g~*~ ^ Producte 

h tu ti li, tt I3, li li, li 13, ■ ■ ■ 
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die Einheiten zweiten (irades, und überliaupt die Producte zu je 
»I, mit und ohne Wiederholunfiou die Eiulieiten wden Grades. Eine 
Zahl in diesem Systeme ward allf;emein von der J'onn: 

« = Uj Zj + «2 ■''-2 + «'s ^3 + • • • 

sein, wo x,, z^, zj . . . Einheiten irgend welchen und zwar im Allge- 
meinen veiaichiedenen Grades bezeichnen. 

Dann lässt sich der für die Rechnung mit solchen Zahlen 
fundamentale Satz beweisen, dass, wenn ein Product aß, dessen 
einer Factor a nicht Null ist, verschwindet, nothwendig der andere 
Factor ß Null sein muss. 

Um dies zu erweisen, ordne man die Einheiten nach ihrem 
Grade, so dass die ersten Grades denen des zweiten u. s. w. voran- 
gehen. In einer Einheit ««ten Grades, also einem Producte von 
7rt Einheiten, denke man sich die Factoren so geordnet, dass nie ein 
höherer Index einem niedrigeren vorangeht. Daun ordne man 
ferner die verechiedenen Einheiten eines und dossellten Grades, so 
dass, wenn man die m Indices als eine wzifferige Zahl liest, in der 
Reihe die niedrigere Zahl immer der höheren vorangeht, also z. R. 
wenn 3 Einheiten gegeben sind, würde die Folge seim 

Gl Gl Gl GGi G Gl GGi <2Gi GGi GGi GGGi GGG-*- 
so da.ss üherliaupt die kleinere Zahl, welche die Indices zeigen, 
immer der gi’össcren vorangeht. 

Denken wir uns nun in a, ß die Einheiten so geordnet, so wird 
a = «j Zi -p «2 Z2 -f- . . . 

gesetzt werden können , wo z, eine Einh(üt irgend welchen Gi'ades 
bedeutet, die niedrigste, welche in dem von Null verschiedenen « 
ei'scheint, und «| von Null verschieden ist. Ebenso wird 
ß = hl Al + h-i hi -\r ... 

gesetzt werden können, wo Ai, Aa . . . ebenfalls Eiidieiten irgend 
welchen Grades sind. Soll dann 

a ß = 2 ! cim h„ z„, A. — . ( > 

' sein, so müssen die Coefücienten der von einander vei'schiedeneu 
Einheiten verschwinden, also 

2 ! h, = 0 

sein, wo die Summe über alle Werthe von m und n auszudehnen 
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ist, für welche das Product denselben Einheiten darstellt, also 
die aus den m Indices von x„ und den n von der Reihe nach zu- 
sammengesetzte Zahl immei' dieselben Ziffeni , wenn auch überall 
in andei’ci’ Rcilieufolge, enthält. 

Es leuchtet aber unmittelbar ein, djiss die ei-ste dieser (ilei- 
chungen «j =ü lautet, woraus, da n, nicht Null sein soll, //, = U 
folgt. Setzt man dies in ß ein , so erhält man dann als erste (ilei- 
chung Ol = U, alsf) = U u. s. f., (]. e. d. 

Es folgt hieraus die allgemeine Eigenschaft eines Znhlen- 
sysUmios von der jetzt betrachteten Art, dass sich ein Product 
ändert, wenn sich einer seiner Factoren ändert, während der andere 
constant hleibt. 

Denu ist aß = uß',yfO a nicht verschwindet, .so ist a{ß— ,'?')= 0; 
da dieses Product aber nach vorstehendem nur vei'schwinden kann, 
wenn der Factor (ß — ß’) verschwindet, so muss ß = ßf sein. 

Die Division ist also in diesem Gebiete mit Ausnahme des ein- 
zigen Falles, d.ass der Divisor die Null ist, eindeutig bestimmt 
Uel)erhaupt Lassen sich in diesem Zahlensysteme, wie man sieht, alle 
4 Species genau ebenso ausführen, als in dem Gebiete der gemeinen 
complexen Zahlen, mit dem einzigen, aber allerdings wesentliclmn 
Unterschiede, dass die Producte der Einheiten nicht auf die ur- 
sjjrünglichen linear reducirt werden können. 

Vcrgl. Gkassmann, Ausdehnungslehre von 1802, S. 2.3JI. 



§. 32. 

Die Addition von Strecken. 

Schon in 20 haben wir einen Additionsbegriff von Strecken 
kennen gelernt, welcher vollständig mit demjenigen übereinstimmt, 
welchen die Additionsregeln der complexen Zahlen (§. 28) geben, 
wenn wir mit Oj, ajj, die rechtwnnkligen Projectionen einer Strecke 
n auf drei orthogonale Axen i'i, 4. h bezeichnen und 
a = 0] Ij ttj *2 "F *3 

setzen, wo /j, au Länge der Einheit gleich genommen werden. 
Die Summe zweier Strecken, welche auch bei dieser Auffassung als 
parallel veisichiebbar angesehen werden können, ist aus §. 28 : 



Digitized by Google 




§. 33. Die Addition von Punkten. — Der karveentrisclie Calenl. 1 1 3 

a + /) = (fli + bj) «j + (a^ + bä) t'ä + (tt3 + ba) I 3 

ganz entsprechend den Kegeln des §. 20. 

Dieselbe Darstellung der Strecken würde auch zulässig sein, 
wenn man die A.xen t , , 4 , ig schief gegen einander annähme und 
nnter o, , «2 , die Projectionen von a auf die Axen resj). parallel 
den Ebenen 4 4i h *11 f\ 4 verstände; die Addition erfolgt dann 
nach ganz denselben Regeln. 

Welchen Bestimmungen auch die Mnltiplictition der Einheiten 
t’n fä. h will damit der Strecken unterliegen möge, ihre Addition 
ist in allen Systemen eine und dieselbe. 

§. 33. 

Die Addition von Punkten. — Der barycentrisclie Calenl. 

Will man den Begrift’ der .\ddition auf Punkte im Riinme über- 
tragen, so ist es zunächst nothwendig, den Punkt(*n, um sie zu 
Grössen zu machen, welche einer Vervielfochung und Theilung 
nach reellen Zahlen a fähig sind, einen Coefficienten, ein Gewicht 
beizulegen und den Punkt xl als einfachen von dem a fachen Punkte 
0 A zu unterscheiden, wobei man sich beide an derselben Stelle im 
Raume zu denken hat. Dadurch ist es dann möglich, die Summe 
C -f- 0 durch denselben Punkt 6', aber doppelt genommen, also 
2 C auszudrücken. 

Wollte man ‘2 C’als einen nicht mit C zusanimeufallendcn Punkt ansehen. 
sondern als einen anderen, so müsste man offenbar von vorn herein ein geome- 
trisches Gelnlde gegeben haben, auf welches die Lage von C bezogen werden 
könnte. Wenn wir aber die Punkte ohne alle .solche Beziehung, rein an und 
für sich, im freien Raume betrachten, so ist nur jene Interpretation zulässig. 

^^'as man nun unter der Summe zweier Punkte A , B zu verstehen luibe, 
ist nach dem Princip der Perasuienz zu bestimmen. Dies allein aber reicht 
hier noch nicht aus, vielmehr wird man noch die eben gemachte Voraussetzung 
der gänzlichen Beziehungslosigkeit der Punkte auf irgend welche Ausgangs- 
punkte hiuzunehmen müssen, um zu erkennen, dass die Commutativität der 
Addition verlangt, dass die Summe (yl + ß) etwas darstelle , was gegen .4 
genau dieseltie Beziehung hat, wie gegeu B. Setzen wir ferner fest, und dies 
ist die einzige a rbiträre .\nnahme, dass (.1 -t- B) wieder ein Punkt sei, so 
erweist sich die Mitte beider Punkte C’als der einzig mögliche. Es ist aber 

A -p Ä = 2 C 

zu setzen, damit beim Zusammenfällen von A, B mit Csich kein Widerspruch 
ergieht. 

H a D k 0 1 , ooraploxe Zahlun. 
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Um mehrfache Punkte zu luldiren, wird man diese Operation 
mehrmals auszuführeu haben und so zu der Definitionsgleichung: 
a .4 + b ff = (ü + b)C' (1) 

gelangen, wo C auf der Geraden A B so liegt, dass die Strecken 

J C:OB^b:a. 



Der Begriff der Summe , wie er hier analytisch entwickelt ist, entspricht 
vollkommen der allgemeinen Vorstellung der Addition, als der thetischeii Ver- 
einigung von ühjecten. welche beide implicite und zu einem neuen (iunzen ver- 
schmolzen enthält. Noch mehr wird er dadurch erläutert, dass 6' den Schwer- 
punkt der mit den Gewichten a, b belasteten runkte ,1, JJ mit einem Gewichte 
darstellt, welches der Summe beider Gewichte gleich ist. Der Schwcnmnkt 
ist aber mechanisch der Vereinigung der beiden l’unkte A , B mit ihren Ge- 
wichten, vollkommen äquivalent. 

Es ist nicht unwe.sentlich zu bemerken, dass die Gleichung (1) leicht in 
eine solche zwischen einfachen reellen Grössen umgestaltet werden kann 

Es seien (Kig 10) durch A, B zwei Parallelen gezogen und auf ..l, B der 
Punkt C' in der angegeheueu Weise bestimmt, so dass für jede durch C gehende 
Gerade Ä‘ B' 

A A": B B' = A C: B C=-> — b :n. 




Fig. 10. 



Ist nun A' B parallel A" B", C B parallel A A , B B , 
so hat man ohne weiteres: o -I" -4'-)- b il''Ü'=(a -p b) C'C’, also 
da 0 ,4 ,4" -f b /I B" — 0, durch Addition 

o-l^'-Pb/?ß' = {a-Pb)6'C' (2) 

Zieht man also durch .4, B, C Parallelen und schneidet 
diese durch eine Gerade (oder Ebene) in A', B', C, so wird die 
Gleichung (1) sich auf einfache Grössen beziehen, wenn man die 
Punkte A,B, C durch die Abschnitte A A‘, B B', ü C‘ ersetzt. 



Sind 3 Punkte .4, B, C und 3 Coefticienten a, b, c gegeben, so wird man 
den Schwerpunkt E derselben erhalten, wenn man zunächst den Schwerpunkt 
D von -4 und B , und dann den Schwerpunkt E von C und D sucht. 

Legt man durch A, B, C, D, E Parallelen#! irgend welcher Richtung und 
schneidet sie durch irgend eine Ebene in jP, B, C, D', E. so ist 



also 



a AA‘ bB B ==((, + b) DD' 

(n "P b) ZI D' -PcC'(7 — (n-Pb-pefEE 

d A A b B B A* c C C* — (o -p b -p c) /:/ E 



Unter der hier gemachten Voraussetzung, dass (n -P b -P c) nicht Null sei, 
verschwindet jene Summe der Abschnitte somit nur für eine durch E gelegte 
Ebene. Wäre man nicht von A und B ausgegangen, sondeni von B und O, um 
den Schwerpunkt zu hestinimen, so wäre mau auf einen Punkt E gekommen 
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von der Beschaffenheit, dass für alle durch ihn gelegten Ebenen die Summe 
der Abschnitte auf jenen 3 Parallelen Null ist. Da dies aber nur für den 
Punkt E stattfindet, so ist F identisch mit E, und daher der Schwer- 
punkt der drei Punkte unabhängig von der Ordnung , in welcher man A, B, C 
miteinander verknüpft. Diese Betrachtungen liefern so den Satz; 

Die Summe von drei Pimkton ist associutiv: 

n yl -{- b -f- c 0 = (n “I“ b -f“ c) 

Die Addition genügt also allen formalen Dedingungen, die zu ihrem 
Begiifte nothwendig sind. 

Einer besonderen Betrachtung bedarf die Summe (1) im Fall n = — b; 
denn dann e.vistirt kein Schwerpunkt für n .1 -h b B, oder kein Punkt, welcher 
(B — ,-l) gleich gesetzt werden könnte, ausser dem unendlich fernen Punkte 
der Geraden A B mit dem (Joefticienten Null Pis wird daher unter (B — A) 
kein endliche!; Punkt, wohl aber die Strecke A B verstanden wenlen kömien. 
Denn diese ist das einfachste, nicht punktförmige Gebilde, welches durch die 
beiden Punkte ,d, B selbst, ohne alle Beziehung zu anderen Objecten bestimmt 
ist, und den Charakter hat, sein Zeichen zu ändern, wenn A mit B vertauscht 
wird. Was aber an dieser Strecke durch (li — A) eigentlich dargestellt sei, 
ob ihre Grösse, Richtung, Ort, wird entschieden, wenn wir die P’rage beaut- 
worten, welche Strecken einander gleich seien. Aus (Fig. 11) 

71 — A = A) — C 



aber folgt, w'enn die Additionsgesetze allgemein gelten sollen : 

A + /)-=■- B+C. 

Nun ist .1 -F 77 — 2E, wo F7 die Mitte der Diagonale A D des 
Vierecks A B D C, B + "2 E', wo E die Mitte der anderen 

Diagonale bezeichnet. Da E mit E Zusammenfällen soll, sich also 
die Diagonalen halbiren müssen, so ist das Viereck ABDC ein 
Parallelogramm. Man hat daher B — A = 77 — C, wenn die 
Strecken A B, CD gleich lang, gleichgerichtet und parallel sind. 

Es stimmt also die sich so ergebende Definition der Strecken 
mit der in §. 20 ohne diese Rechtfertigung benutzten überein. Alle 
einander gleichen Strecken haben denselben unend- 
lich fernen Punkt, als dessen Repräsentanten sie angesehen werden kön- 
nen. Die Addition der Strecken ergibt sich aus der Identität: 

(C'_ B)a-(B — A) = C— A oder BCA-AB^AC 
ganz gleich der in §. 20 gelehrten. 

Was man unter der Summe eines Punktes A und einer Strecke a zu ver- 
.stehen habe, ersieht man sofort, wenn man a mit sich parallel verschiebt, so 
dass II — B — A\ dann ist A A- n — B. 

Wenn 

m, /, -f- /a = m .1/, m, -f- nij = m 
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SO liegt M mit /„ in gerader Linie, und unigekelni: Liegt ,1/ mit 

7si in gerader Linie, so kann das Verhiiltniss ni, : nur auf eine 

Weise dieser Gleichung entsprechend angenommen werden. 

Wenn l^, J.j, Ij nicht in gerader Linie liegen und 
nii /, -f- itij, + ni3 /j = m J/, ni, + + 1113 = m 

ist^ so liegt mit 4, 4, 7^ in einer Ebene, und umgekehrt: Liegt 
.1/ mit 7j, 7^, 7s in einer Ebene, so können die Verhältnisse m, : 1113:1113 
nur auf eine Weise dieser Gleichung ent.sjirechend angenommen 
werden. Denn sei Z der Durchschnitt der Linien 4 4 > 4 d/, so 
kann man die Verhältnisse 1111:1113 und 1113:111 nur auf eine Weise so 
bestimmen, dass: 

mi 4 + 1113 4 = (mj + mj) Z 
1113 7g — m J7 = (ntg — m) Z 

Addirt man beide Gleichungen, so ei'hält man den obigen Ausdruck 
von . 1 / durch 4 , 7j[, J 3 , wenn man 

m, + 11I3 + 1113 = m 

setzt, also etwa das Verhältniss m 3 :m 3 hieraus bestimmt. 

Wenn 4> 4i 4, 4. -1/ fiiuf beliebige, nicht in einer Ebene 
liegende Punkte sind, so lassen sich die Verhältnisse mi:ni 3 ;ni 3 :m< 
nur auf eine Weise so bestimmen, dass 

itii 7i + •”24 + '”3 4 + '''4 4== -'/ 

Denn schneidet 4 l'diene 4 4 4 iu Z, so können die- 

Verhältnisse mj : 1113 : nij und 1114:111 nur auf eine Weise so bestimmt 
werden, dass: 

111, 7 , + itig 7 j + 1113 4 = (iiii + 111.3 + "'3) Z 
m 4 7, — in .1/ = (m, — m) Z 
und bestimmt man jene ni, : 1113 : 1113 : 1114: 111 so, da.ss 
111, + 11I3 -f- nij + m, = m 

so erhält man obigen Ausdruck durch Addition jener Hilfsglei- 
chungen. 

Aus allem diesem folgt das Porisma: durch 2 Punkte in einer 
Geraden, Ö in einer Ebene, 4 im Raume kann jeder Punkt resp. der 
Geraden, der Ebene, des Raumes linear dargestellt worden. 

Nimmt man nun 4- 4- 4> 4 4 feste Furidamentalpunkte 

im Raume an, uud stellt jedeu fünften Punkt 4/ durch 
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m .1/ = nii A + nij; A ni^ 4 + l^ (3) 

m == iHj -j- ni^ iHa m, 

dar, so >vird nach (1) die Addition desselben zu dem Punkte 
n N ~ n, 7i + Hjj 7^ + itj 1^ + H4 

in der Form: 

nt J/ + n N= (nti + n, ) /, + (nia + n^) + (ntg + n,) 4 -}- (m , + Hi) 4 

vollzogen — also genau nach den Regeln des 28. Man kann so- 
mit, wenigstens für die Addition, 4i A als 4 coniidexe F,in- 

heiten und jeden Punkt im Raitme als eine aus ihnen linear abge- 
leitete complexe Zahl ansehen. Eine entsprechende Mnltiplication 
werden wir in §. 38 kennen lernen. 

Bezeichnet H irgend emen Punkt, so erhält man, wenn man 
von vorstehender Gleichung (3) die Identität 

m B — iiii It ntj It + ntj Ä + ”'4 ^ 
abzieht, die Formel (4): 

m ( ,1/— A!) = nii ( 4 — 72) + ntji ( 4 — Ä) + ni3 (/j — 7?) + iti4 ( 4 — R) 

Wenn m = 0 ist, so ist il kein endUch entfernter Punkt, son- 
dern eine Strecke; und es ist 

nti 4 + nijj 4 + ntj 4 + 1114 74 = m, (7j — R ) nig (/^ — 7?) + 

"> 3(4 — -^) + ( A — Ji) 

Setzen wir R= /i, so wird daher jede Strecke durch di’ei Strecken 
A Al A Al A A dargestellt werden können, womit man auf das 
Coordinatensystem des §. 32 zuriiekgeführt wkd. 

Selbstverständlich stellt die Summe : 

m A/= lUi /, + . . . 4- m« /», m = mi 4- • • ■ + m. 
den m fachen Schwerpunkt M der mit den Gewichten m, . . , m« belasteten 
Punkte /[ ...In dar. Wo auch R liege, immer ist 

m (M-R) = m, (7. — 72) 4- ... 4- nr» (7„ - R) 
d. h. Verbindet man die Punkte I, ... h mit R, trägt die m, , . . . m» fachen 
Strecken R Ii, . . . R 7„ von R an, der Reihe nach stetig an einander ab, ohne 
ihre Richtung und Länge zu verändern, und schliesst das noch offene wind- 
schiefe Polygon durch die V'erbindungslinie des letzten Endpunktes und des 
^Aufaugspunktes R, so geht diese letzte Seite durch den Schwerpunkt M des 
Punktsystemes der 7 und ist au Länge das m fache der Linie Ji M. 
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Ist tn = 0, so rückt jener Punkt M in’s Unendliche, und es stellt 
(mi 7i + . . . + in. In) eine nach diesem gerichtete Strecke dar. Da dann : 
ni| /, + ... m, /, = m, (/i — J?) 4- . . . + in, (7, — R), 
so ist jetzt die Summe rechter Hand eine an Länge und Richtung constaiitc 
Strecke, wie auch R angenommeii werden möge. — 

Auf diese Principien gründet sich der „harycentrische Calcul“ 
(1827) vou Möiiiüs, das System der ebenen Dreipuukt- und räumlichen Vier- 
punkt-Coordinateu. Erscheint auch bei ihm die Gleichung (1) uur als eine ab- 
gekürzte, insofern sie durch die obigen Bemerkungen in Gleichung (2) zwischen 
gewöhnlichen reellen Zahlen verwandelt wird, so i.st doch jede natürlich sich 
darbietende Abkürzung eine nicht zufällige, sondcni nothwendige und ihre 
Einführung ein wissenschaftlicher Fortschritt, ln unserer Entw'ickelung be- 
darf es keiner weiteren Erläuterung, dass wir die vorstehends erläuterte Addi- 
tion als die der Punkte selbst bezeichnen ; wenn nur noch weiter eine geome- 
trische Operation gefunden werden kann, welche zu dieser Addition in der 
Beziehung der Multiplication steht. Eine solche wird in g. 38 gegeben werden — 
Möbius hat (Heber e. neue Behandl. d. anal. Sphärik , in den Abhandl. 
herausgeg. v. d. Jablonowski’schen Ges. Leipzig 184G, S. 47, vergl. auch: 
Heber d. Grundformen d. Lin. 3. ürdn., in den Abhandl. d. Kön. Sachs Ges 
Bd. I. Leipzig 1852, S. 25) ein sjihärisches Coordiuatensystem aufgestellt, wel- 
ches dem barycentrischen in der Ebene vollkommen entsjiricht. Es seien 
A, Punkte einer Kugel mit dem Mittelpunkte O, so setzt er: 

ttA-(-b71 = tC (1) 

wenn die Resultante der nach A und R gerichteten, in O angreifenden Kräfte 
mit den Intensitäten o und b, nach 6’ gerichtet und von der Intensität c ist 
Es ist dieser Begriff der Summe von Kugelpunkten gewissermassen die Pro- 
jectiou des Begriff es der Summe von Strecken, auf die Kugel, und in der That 
kann vorstehende Gleichung sofort in eine, auf Strecken bezügliche verwandelt 
werden, indem man überall O liinzufügt : 

a.OA + b.f>7J = f.OC (2) 

Es geht hieraus hervor, dass man jeden Punkt M der Kugel durch drei Funda- 
mentalpunkte 7,, 7j, 7a in der Form: 

iBi 7, + niä 7o -f n\a 7a = m M (3) 

darstellen kann , womit man ein höchst brauchbares homogenes , sphärisches 
Coordinatensystem erhält. Mau kann überdem zeigen, dass letztere Gleichung 
sich in eine andere zwischen reellen Grössen verwandeln lässt, indem sie 
gleichzeitig mit 

nii cos R li + lUi cos R 7j + in,, cos 7? 7, = m cos Ä M (4) 
besteht, wie auch der Punkt 7? auf der Kugel liege. Diese Gleichungen 1, 2, 3, 4 
('ntsprcchen, wie man sieht, vollkommen den ebenso bezifferten des Textes. 
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SIEBENTER ABSCHNITT. 

Theorie und geometrische Darstellung der 
alternirenden Zahlen. 

§. 34. 

Reine Theorie der alternirenden Zahlen. 

Wir betrachten in diesem Abschnitte Zahlen o, ß, ... welclie 
linear aus Einheiten . . . /. zusammengesetzt sind, deren Multi- 
plicationsregeln in den Relationen 

h = 11. 'i ‘i = < V - ■ ln l« = 0 

(k im -•••’- ' Iffi 

ausgesprochen sind. Man sicht, dass, wenn a, ß Zahlen sind von 
der Form: 

^ a = «1 <1 -h . • • + ln 

ß — f>l ll + . . . + ^^n ln 

das nach den S. 101 gegebenen Multiplicationsregeln gebildete Product 
aß = («1 />i — «2 l'Oo '2 + («1 ^>3 — «3 '3 + • • • + («1 l''» — «./>! ) ( J 

+ («2 '^'3 — «3 <2 «3 + • • • + («2 K — «n/>t)l'i In 

+ {(tn-lf>n flnf'n-l)ln-lln 

sein wird, und daher: 

a.ß — — /?.«, 

wie man leicht sieht. Ein Pioduct kehi't überhaupt sein Zeichen 
um, wenn zwei aufeinanderfolgende Factoren desselben mit ein- 
ander vertauscht werden. Will man zwei nicht aufeinander folgende 
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Factoren «, ß eines Productcs, zwischen denen »«Factoren stehen, 
» vertjuischen, so denke man sich ß mit dem nächstvorhergehenden 
Factor, dann wieder mit dem nächst vorhergehenden u. s. f. ver- 
tauscht, bis ß vor a zu stehen kommt; bei diesen (»« 1) Ver- 

tauschungen hat das Vorzeichen des Productes {vi -|- l)mal ge- 
wechselt. Vertauscht man jetzt weiter o mit dem nächstfolgenden 
F’aetor u. s. f., bis es die urspi-üngliche Stelle von ß eiunimmt, so 
haben a, ß ihre Stelle vertauscht imd däs Product hat (2 m -|- 1 )mal 
sein Zeichen gewechselt. Durch Vertauschung zweier Factoren 
nimmt also ein Product jederzeit den eutgegengesetzteu Werth an. 
Die aus denselben Factoien durch Pennutation zu bildenden Pro- 
ducte zerfallen in zwei Classen, welche sich durch das Vorzeichen 
unterscheiden; die gerader Classe gehen aus der m-si)rüuglich fest- 
gesetzteu Reihenfolge von Factoren durch eine gerade Anzahl von 
Vertauschungen je zweier Factoren hervor; die ungerader Classe 
durch eine ungerade Anzahl solcher Vertauschungen. Die Bestim- 
mung der Classe, zu welcher eine Permutation der Factoren gehört, 
kann auf mannigfache Weisen geschehen, wie man dies in der 
Theorie der Determmanten *) auseinanderzusetzen pflegt. 

Sind zwei Factoren eines Productes einander gleich oder unter- 
scheiden sie sich nur durch einen gewöhnlichen Zahlcnfactor, so 
verschwindet das Product, da aus ß a = — a ß für ß = a 

ß « = U 

folgt, was auch a sei. Die zur Bestimmung der Einheitsproducte 
gegebenen Gleichungen gelten, wie man hieraus ersieht, auch für 
linear aus ihnen gebildete Zahlen, und diese charakteVistischen 
Eigenschaften werden den Namen „alternireudes Zaldensystem“, 
welchen ich ihnen beilege, hinlänglich rechtfertigen. 

Die Division ist in diesem Systeme unbestimmt. Denn es ist 

^ß = {^+>nß)ß 

wenn m eine gemeine complexe Zahl bedeutet; ist also ein der 
Gleichung ^ ß = y genügendes | = -- gefunden* so ist 




ihre allgemeine, und daher unendlich vneldeutige Lösung. 
*) Baltzeh, Detemiuimtcii, b. l — 5. 
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§• 35. 

Zerlegung der Deteriuinauten in Producte. 

Das Product von n Fuctoreii; 

(«1,1 <1 + • . • + «n,l <«)..• («1.« Il + . . . 4* «n.n U) 

^ • • • « Pit ." *PI • • • ^ p « > 

wo in der Summe pi . . . alle Combinationen der Zahlen 1 , . . . n 
zu durchlaufen haben, reducirt sich auf einen bekannten Ausdruck. 
Da nämlich ip, .. . — U ist, sobald in der Combination pi ... /<„ 

dieselbe Zahl zweimal «•scheint, .so hat man in der Summe nur alle 
Permutationen ohne Wiederholung zu bilden; und da 

iji, • • • ip„ 4 ^1 • • • ^"1 

je nacbdem />i, ... p„ eine aus 1, . . . abgeleitete Permutation ge- 
rader oder ungerader Classe ist, so erhält man nach dem bekaimten 
Bildungsgesetze der Determinanten: 

(«1.1 /i -t- i„) .. . («1,. <1 4- ... + /„) = 



« 1, 1 
« S , 1 


« 1,11 • 
« s , s • 


• . « 1 ," 
■ • ÖJ ." 


<1 • . 


. • 


( 1 ) 


«",1 


«",» • ■ 


. «"," 









Es wird also durch die altcrnirenden Zahlen eine allgemeine 
Determinante wten Grades in « lineare Factoren zerlegt. 
Es ist ferner: 

(«1,1 <1 4" ■ • • 4" «»,1 »«)••• («i,m ii 4* • • • 4" «».I» <») = 

^ 1 • • • «Put m Ip, • • • Ipm 

WO pi . . . p„ alle Combinationen der Zahlen 1> ... « mit Wieder- 
holung durchlaufen. Ist > a. so werden in dem Producte 
'p, • • • <p» stets einige Factoren gleich werden, und es ist daher 
jenes Product der Null gleich; ist n = m, so erhält mau (1); ist 
m -< n, so hat man für pi . . . p„ alle möglichen Grupiien verschie- 
dener in Zahlen aus der Reihe 1, . . . « zu setzen und diese unter- 
einander zu permutireu, so dass man die Summe in (2) 
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Op,.l Op|,2 . 




1 






' . . . . 


* ' 1 

1 


1 * 


* * ^Pm 


( 3 ) 


«/>„.■ O/.™, / • • 


1 

• ^hn,n> 1 









erhält, wo pi ... p„ nur alle verschiedenen Grupjten von «/Zahlen 
au.s !,...« ohne Wiederholung bedeuten. Multiplicirt man vor- 
stehende (ileichung mit: 

+ l h + . . . + , /„)••• («1.» /i + • • • + u«., /») = 



f I-«* -M • • • fl.« 



1 • • • ^i>n 



so findet man den LAi'n.iCE’sehcn Determinantensatz: 



«j.i ••• «1.» 

««,1 ••• "».» 



Opi.i . 


• «p,.™ 


. 


^Pm + 1, m + l • 


* fl.» 


«/■«.i • 






'b<».>« t 1 • 





worin t = + 1, je nachdem + i ■■■ h, aus h. ..i„ 

abgeleitete Permutation gerader oder ungerader Cla.ssc ist. 

Ebenso leicht ergeben sich die anderen fundamentalen Deter- 
minantensätze: Ist 



Ol = o,,i <i -f- ... -f- //„,! u 



so ist: 



0„ — Oi,„ (i i. 



0| . . . a„ 



Ol.l • • • On.l 

• ■ • • i t, . . . /„ 

^^l, « • . . On, n I 



Setzt man ferner: 

ßl = ^1,1 Ol + • • • + O, 



ßn = Kn Ol 4- ... -H />„,» n. 

so hat man, da auf m . • . o„ ganz dieselben Regeln wie auf /, 
angewandt werden können: 
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also 



ß. .--ßn 



ßn 


i.,.. 


. ■ Kl 


a, . . . r 




Kn. 


• • n 




ii.. .. 


K. 




. . . «».1 


. . 


Kn 


^ 1, n 


. . . «»,» 



<1 



Die Substitution der « in die ß aber liefert : 

ßi = c,,i <1 -b . ■ ■ + e„,, /„ 



ßn ^'l.n tl “b *'n,n /n 

WO allgemein 

e„,i = hi,k + 4 * • • • 'i' «M,-. 

Da nun 



Ci, 1 . • . ('n, 



ß....ß. 



<1 . . . t. 



« * • • 

erhalten wird, so gibt die Vergleichung der beiden Werthc von 

ß, . . . ß„: 



(^1.1 • ■ 


• c».i 1 

1 




\Ki.. 

1 


■ . Kl 1 


1 o,., . . 




* 






j 


* * 


’ * 






' • ^n, n 


i 


I K. ■ 


• • w 


] ^*1, n ■ 


• • lln.n 



den Satz von der Multiplication der Determinanten. 

Nichts ist leichter, als mittels tlieses Zahlensystemes die Eli- 
mination aus einem System linearer Gleichungen zu vollziehen. 
Seien : 

fli.i a;, -b . . • + a»,i a-, = fa j 

«1, n ifl + . . . + o„, „ a’, = I 

gegeben, so multiplicire man die Gleichungen der Reihe nach mit 
i„ ■ ln und addire. Dann hat man 

«I + . . . -b a. a„ — ß 

wenn «i.i <i + . . • + «i.» f» = «i | 

"«,1 <1 + • • • + ««.n 'n = ^ 

f>l <1 + • I« = ß 
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Xi ftj «2 ... ge.setzt wird. Durch Midtiplication jener Gleichung 
z. B. mit «j . . . «„ erhält nuin 



Cti Ofa 


. . . a 




■ . «» 


1 «1,1 . • . 


«n.l ! 

1 




• «M, 1 


«I,w • ■ • 









Diese wenigen Beispiele werden genügen, um die Eleganz und 
naturgeniässc Leichtigkeit, mit welcher das alteniiremle Zahlen- 
system die Sätze der Detormiiianteiitheorie abzuleiten eilaubt, in 
helles Licht zu setzen. 



§. ati. 

Die Multiplication zweier Strecken. 

Die Multi])lication der comple.xen Zahlen, wie sie in vor- 
stehenden im Gebiete des Intellectuellen ausgeführt wurde, 
hat in der räumlichen wie in der mechanischen Anschauung ein 
vollkommen angemessenes Sul)strat. — 

Unter dem Pr oducte zweier Strecken a . i verstehen 
wir den Flächeninhalt des von ihnen gebildeten Par- 
allclogrammes in Bezug auf seine Grösse und die Lage 
seiner Ebene; d. h. wir setzen ah — cd, wemi das Parallelo- 
gramm, welches die Strecken a und h bilden, dem aus 
den Strecken c . d gebildeten Parallelogramme nicht 
/ ^ , allein an Grösse gleich ist, sondern auch beide in 

O^rt j J jiarallelen Ebenen liegen, und einerhü Sinnes sind; 

st-'fzen Avir(Fig. P2^, wenn O A —a,AB — h 
gemacht wird, 

ah = 0 A.AB = ^.0 AB 

wo 0 A B den Flächeninhalt des Dreiecks in dem durch die Folge 
der Buchstaben ausgedrückten Sinne bezeichnet. 

Ein Parallelogramm, insofern cs durch ein Streckenproduct 
dargestellt wird, kann in seiner Ebene gedreht, in eine parallele 
Ebene verlegt und in seiner Gestalt beliebig verändert werden, 
Avenn nur dabei seine Grösse (mit Rücksicht auf seinen Sinn) nicht 
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gduidei-t wii'd. V^crUiUSclit man die Factorcn eines Pro<luctes n />, 
so wird der Sinn des l’ariillelogranunes in den entgegengesetzten 
veiündei-t; denn um f> a zu bilden, wird man (Fig. 12) /> = O (', 
a — C n setzen und dalier /j a = ü C . C B — 2 .O (J B, so dass 

ab = — h a\ 
dass ferner an — {), leuchtet sofort ein. 

Man kann das Wesen eines Produktes u b sein- anschaulich 
durch seine Axe, d. h. eine auf dei' positiven Seite seiner Ebene 
errichtete Strecke dai’stellen, welche eine dem Fliicheninbalte des- 
selben gleiche Länge hat. Dieselbe kann dann wie eine Strecke 
mit sich i)arallel im lüuime verschoben werden, ohne dass sie aut- 
hört, dasselbe Streckenproduct zu bezeichnen. 

Unter der Sufiime zweier Parallelogramme versteht 
man das Parallelogramm, dessen Axe die geometrische 
Summe der .\xen jener ist. 

Es ist leicht nachzuweisen, dass jetzt das distributive Priinäi) 
a (b c) =■ a b a V. 

eidiillt ist. Um nämlich a {b + c) zu bilden, wird man zunächst 
die Strecken «, c mit ihren Anfangspunkten zur Coiucidenz 
bringen; dann ist b c = d die Diagonale des aus c con- 
struirten Parallelogrammes , die nmn mit « zu einem Parallelo- 
gramme zu vereinigen hat, um « (/> -f- c) zu finden. Um dasselbe 
in ein Rechteck zu venvandeln, j)rojicire man b, e, d senkrecht 
auf eine durch ihren gemeinsehaftlicFien Anfang gehende, gegen a 
senkrechte Ebene, in b\ c, </'; dann bleibt d' — // + c und es ist 
das Pai'allclogramm a d! = ad, also a {b -|- c) = « (// -f- <■'), inid 
da auch a b' = a b, a c = ac, so hat man jetzt nur die (ileichung: 
a (U -|- 6-') — ab' a c 

wo h', c senkrecht gegen n stehen, nachzuweisen. Die Axen von 
a h', a c stehen senkrecht auf diesen Ebenen und sind i)ropoilional 
den absoluten Werthen jener Strecken b', e'; die Diagonale des 
von diesen Axen gebildeten Parallelogrammes, also <lie .Vxe von 
(« -f- « c'y steht daher auch senkrecht gegen die Diagonale </', 

ist an Länge ))roportional der Länge von d", und ist somit die Axe 
von a {b' -f- c'); q. e. d. 



Digitized by Google 




12G 
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Durch die Ueduction der Addition von Streckenproducten auf 
die ihrer Axen ist die Coniniutativität und Associativitiit olme wei- 
teres erwiesen, und man kann daher mit Strecken und Strecken- 
produeten ganz nadi den allgemeinen formalen Hegeln der Addition, 
Suhtraction und Multiplicatiou operiren. 

Man sieht sofort, dass Streeken|ir(xlucte genau die Eigenseliaften der 
Kriiftepaare (der „couples“ I’oinsot’s') besitzen und dass (Eig. 13i unter 

u b ein Kräftepaar mit der Kraft A ß an dein 
schiefen Hebelarme O A viTstanden werdi'u kann, 
wenn n — ^ OA,'b — AB gesetzt wird. Kräfte- 
jiaare können beliebig in parallele Ebenen ver- 
schoben, gedreht und in solche mit anderen 
Kräften und Hebelarmen verwandelt werden, 
wenn nur dabei das Product aus Hebelarm in 
die Intensität der Kraft constant bleibt. l,etz- 
teres, das Moment des Kfäftepaares, wird durch das Parallelogramm O AB C 
bestimmt. Die mechanische Zusammensetzung von Kräfteiiaaren besteht in 
der geometrischen .\ddition der entsiirer.henden Parallelogramme. 

.)ede Identität zwischen Streckenprodukten liefert so zugleich einen geo- 
metrischen und mechanischen Satz: 

Man hat z. B. nach dem distributiven Principe : 

(a — b) {b — c) — ti b — ac — b b + b c 

und da 4 i = 0 

(rt — 4) (4 — c) — a b + b c + c a 
Ist (I OA , 4 OB, c — OC, so ist 

ab^OA.OB = — AO.OB =^-'l.A0B = 2.0AB, 
4e=2.07IC, ca OCA 

und flt — 4 = OA — OB ^ BA, b-c^^OB-O C'= ÜB, 

{a — b) (b - c) B A . CB = + A B . B 6'= 4- 2 . -1 B V, 
also : A B ü O A B + OBÜA-0 CA 

so dass jene Identität den Satz liefert : 

Die geometrische Summe dreier Elächen eines Tetraeders 
ist gleich der Grundfläche. Oder: Drei Kräftepaare, deren Momente 
durch die drei Seitentlächen eines Tetraeders dargestellt werden können, 
setzen sich zu einem Kräftepaar zusammen, dessen Moment der Grundtläche 
gleich ist. 

Man beachte, dass die Dreiecksfläche ABC für einen sich auf die 
äussere Seite des Tetraeders stellenden Beobachter von entgegengesetztem Sinne 
als OAB, OBC, OCA ist, und man hat daher den Satz: die Summe 
der Elächen eines Tetraeders ist Null. Hieraus folgt ohne Weiteres 
der entsprechende Satz für ein irgend welches Polyeder, oder: Ein System 



/ ^ 









Eig.13 
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von Kräftepaaren, deren Momente durch die Flächen eines 
Polyeders dargestellt werden, und welche, wenn man alle Flächen von 
einerlei Seite betrachtet, in’sgesammt einerlei Sinn haben, ist im Gleich- 
gewichte. 

Die Strecken als Zahlen. Dass der liier aiiseinaiidergesetzto 
Begritt’ des Prodiictes zweier Strecken «, b mit dem zusammen- 
fallt, welciier den Zahlen des §. 34 zukommt, ist leitdit zu zeigen, 
denn aus 

a = pj i'i -p «2 4 + «3 4 1 = l’i h + l"« 4 + l'a 4 

findet man nach den dortigen Bestimmungen: 

a b = («, ba — P2 b,) t'i ^ + («i bj — O3 bj) ^ «3 -f- (nj b, — a, bj) 4 /, 

Die Coefticienten der Einheitsproducte stellen die Projectionen des 
aus a, b gebildeten Parallelogrammes auf das rechtwinkhge Coor- 
diuatensystem 4 4.44i 4 4 '’W- ^wei Producte ab und cd sind 
dann einander gleich, wenn diese Projectionen gleich smd; dann 
aber sind in der That die oben für die Gleichheit zweier Strecken- 
producte gegebenen Bedingungen erfüllt. 

§. 37. 

Die Mnltiplication dreier Strecken. 

Unter dem P roducte dreier Strecken a , /y . c verstehen 
wir das Parallelepipedum, welches aus diesen drei 
aneinandergelegten Strecken gebildet wird, seiner 
Grösse nach, d. h. wir setzen ahc = def, wenn die beiden 
Parallclepipeda an absoluter Grösse und dem Zeichen (dem Sinne) 
nach einander gleich sind, indem dabei ihre Gestalt und ilir Ort 
im Raume ausser Betracht kommt. — Man wird hieuach , um « b c 
zu erhalten, 

a= OÄ, 1=:^ AB, c.= BC 

und dann 

ab c = (> Ä . Ä B . B ö =(]. 0 A B G 

setzen, wo O AB G das Tetraeder bezeichnet, seinem Inhalte und 
seinem Sinne nach. 

Dass man dann unter der Summe solcher Parallepipeda die 
Summe ihrer Volumina, mit demselben oder entgegengesetzten 
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Zoiclion, je iiTichdem sie einerlei oder entgegengesetzten Sinnes 
sind, in gewölndielier Weise zu versttdien habe, und daher die Coni- 
nuitativität und Assoeiativität erfüllt ist, bedarf keiner Erläuterung. 

Aus den bekannten Sätzen über da.s Zeichen des Inhaltes eines 
Tetraeders gebt sofoi-t hervor . dass a . 6 . c sein Zeichen wechselt, 
wenn zwei benachbarte Factoi’cn ihre Plätze wechseln, also 

-+• a l> r = h c a = -p c ah = — n r h = — h ac = — c h a 

Ferner verschwindet das Product, wenn zwei seiner Factoren 
einander gleich werden. 

Dass das associative Princip n {h c) = (n h) c ei-füllt ist, liegt 
auf der Hand, und es bleibt nur noch das distributive Princip zu 
enveisen. Man hat 

a h (c -p (l) = a b c -p a b d\ (1) 

denn man denke sich der Finfachheit wegen « b in ein Rechteck 
verwandelt, und überdem die Strecken so verechoben, dass «, A, c, </ 
einen gemeinschaftlichen Anfangspunct haben ; dann hat das Parallel- 
epipedum ab{c d) als Grundfläche ab, als Höhe aber die Pro- 
jection von (c + d) auf ein, auf ab errichtetes Perpendikel. Da 
die Projection von (c -p- rf) aber gleich ist der arithmetischen Summe 
der Projectionen von c und d auf jenes Perpendikel , so ist in der 
That ab c + ab d gleich dem einen Parallelepipedum a b{c d). 

Was den anderen Fall des distiihutiveu Piincipes betrifft, 
welcher das Product a(J> c + d e) entwickelt, so kann dieser leicht 
auf den vorstehenden zurückgeführt werden, indem man mit/ eine 
Strecke der Durchschnittslinie der beiden Ebenen bc, de be- 
zeichnet, und b c —ff), d e =fb macht. Dami ist A c -p d e — 
f (f -p fb ==/(y + b) und a (A c -p d e) = o/{^ -p b), dies ist 
aber nach (1) = afg -p afb = ab c -p ade, also 

« (Ä c -p d e) — a b c a d e (2) 

Damit ist die Zulässigkeit dieses Begriffes des Productes dreier 
Strecken dm-ch die Erfüllung aller fonnaleu Verknüpfungsgesetze 
dargethau. 

Das Pioduct von 4 Strecken hat keine geometnsche Bedeu- 
tung und kann durchaus der Null gleich gesetzt w’erden. 
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So luiben wir ein System altemirender Optn-ationen mit 
Strecken gewonnen, welclies ülterall nach dem Principe der Per- 
manenz der arithmetischen Gesetze gebildet, ist, soweit dies die 
Rücksicht auf die Lage der Strecken möglich machte.. Es darf 
dieses System iils die con.setpiente IJmgcstaltnng des der. Eukli- 
dischen (ieometrie eigenthümlichen angescdien werden, insofern 
el)cn auch in letzterem das Product zweier Strecken einen Fliichen- 
raum, das dreier einen körperlichen Raum, das von vieren aber 
kein geometrisches Gebilde bedeutet. 1 

An Anweiidungeu hat die Interpretation des Productes dreier Strecken 
keinen Mangel. Es mag hier nur eines Satzes beispiel.sweise gedacht werden. 
Setzt man : ' 

a b — c d ef !j h . 

so ist a b das aus cd, tf, y h, . . . resultirende Kriiftepaar. Man denke sich 
die Ebenen der Kraftepaare siimiiitlich durch einen 1‘unkt O gelegt, von dem 
aus man die beliebige Strecke O .\ — x ziehe. Die Identität: 
abx — cdx-^efx-\-(jhx-\-... 
gibt nun den schönen Satz : 

Bei einem Systeme von Kraftepaaren im Raume, deren Ebe- 
nen sich in Einem Punkte O schneiden, ist die Siimine iler Pyra- 
miden, welche irgend einen Punkt A' zur gemeinschaftlichen 
Spitze haben, und deren (irundflächcii in den Ebenen der 
Kriiftepaare ihren Momenten proportional siiul, gleich einer 
Pyramide mit derselben Spitze und einer Grundfläche, die in 
der durch O gelegten Ebene des resultirenden Paares enthal- 
ten und dessen Momente jiroportional ist. 

Die Strecken als Zahlen, lu dem Zahlensysteme des §. Ö 4 
wird das Product der drei Streckeu (vergl. §. ö 2 ) 
n — «1 -p 02 »2 + “a *3 

i == bj t’i -P bj 4 -p ba 4 

c — r, -p t2 «2 + h G 

durch die Determinante: 



ab c = 



uj ii2 «3 

bl b2 b3 
fl ^2 G 






ausgedrückt, welche nach bekannten Sätzert den sechsfachen In- 
halt des von jenen drei Streckeu gebildeten l'etraeders darstellt. — 
Das Product vou vier Strecken ist jederzeit Null. 

Haukcl, cumpiuxü Zakleu. tf 
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VII. Alteruin'iide Zaiilcii. 



Unsere nl)igcn Projiositionen stiiiiinen liieniach genau mit den 
friilicr J'estgosetzten Fiige.nsehaften j(>nes altemiremlen /aldeii- 
•sy. Steines überein; man kann letzteres daher als eine systematische 
Nomenclatnr für die I’unkte im Raume ansehen und die geoine- 
tnsclien Verknüpfungen durch algebraische ersetzen. Umgekehrt 
liefern die geometrisclieu Operatimieu ein anschauliches Substrat 
für die iutellectuellcn oder furmaleu Ojierutiuuen des Zalden- 
systernes. 



§• 38. 

^ Product zweier Piuikfe. 

Der in gelehrten Addition mehrfacher oder einfacher 

Punkte i“ntspricht fcdgendcMultijilication: Unter dem l’roducte 
/I . y> zweier einfachen Punkte ver.stelieu wir das (Jeraden- 
stück A />' nach .seiner Länge und insofern es der (ie- 
raden J U angehört, d. h. wir werden zwei Prodncte A Jt und 
(' I) dann und nur dann als gleich ansehen, wenn sie gleich lang 
sind und gleichen Hinnes auf einer (leraden liegen. 

Ein solches Product A H unterscheidet sich wesentlich von 
einer Strecke, welche mit sich seihst parallel vcrschohen werdmi 
kann; wir werden zum Untei’schiede ein solches, nur in .seiner 
Geraden vei-schiehhare Stück A B ein Geraden stück nennen und 
müssen uns in den folgimdcnUntersuclinngeu hüten, dicRezeicImung 
eines solchen Geradenstückes mit der einer Strecke zu verwechseln. 
Wenn die (ieradenstücke A B — CB, so sind auch die Streckmi 
B — A— 1) — C einander gleich, nicht ahm- umgekehrt; denn 
letztere Gleichung ist schon ei-fnllt, wenn die Strecken nur jiarallel 
und gleich sind; erstere verlangt ausserdem noch, dass sie anfeiner 
und derselben Geraden liegen. 

Der Detinitiuu nach gelten die Gleiclumgen 
AB:=~ B A , AÄ = 0. 

Das Product zweier mehrfachen Punkte setzen wir 
a A B = a\) . A B. 

\ 

Kin Ocradensfück kann als Repräsentant einer statiselien Kraft betrachtet 
werden, die ihrem Regrilie nacli einer anderen iuiuivalent ist. wenn beide auf 
derselben fTcraden liegen und ,m Intensität gleich sind. 



Digitized by 




§. 3H. Product zweier Punkte. 



131 




l'iK. 11. 



Die Summe zweier Stücke Ali und CD (Fig. 14) von 
(•craden, welche sicli in einem Punkte O schneiden, wird 
erhalten, wenn man beide Stücke nach O ver- 
scliiel)t, so dass A /I =^= OQ, C I) — () li. Dann 
versteht man unter der Simirne <>Q () II die 

Diagonale OT des aus OQ, O li gebildeten 
Parallelogrammes. 

Hiemit ist dann sofort <las {listrihntive Priucip 

+ = 

erfüllt; denn es ist H = -<S, wo 8 der Mittel- 
punkt von Q Ji, diiun aber hat man 0 {(J li) 
= () . 28 — 2 . O S = < ) T , und man sieht, mit 
welcher Leichtigkeit imin umgekehrt aus der 
Permanenz des distrilmtivcn Princijtes jenen Snm- 
menbegrilf für Stücke von Geraden, die in einer lihene liegen, 
hätte id)leiten können. Dass derselbe übrigens associativ und com- 
niutiitiv ist, bedarf keiner Erläuterung. 

Die Ilesultante zweier in einer F.bene liegenden Kräfte ist der Summe der 
(ieradenstUeke gleich, durch welche die einzelnen Kräfte dargestellt werden. 

Das Product eines Punktes Ü und einer Strecke /> — .1 B ist 
geometrisch leicht darzustellen, wenn man letztere parallel mit 
sich so verschiebt, dass (Fig. \ö) t> ~ li — A — B — O, wo dann 

Oh = 0 {B'— 0) = (>ir—()0 = (Urkt 

Das Ih'oduct zweier Punkte A li kann noch in eigenthümlichcr 
Weise ilurch eine Summe eines durch einen beliebigen Punkt O 
gebenden Geradenstückes und eines Strecken- 
/ productes dargestellt werdtm. /iebt man 
nämlicb (Fig. 15) dureb O die Parallele O B' 
mit A B, so dass li' — 0 — B — ^1, so hat 
imin aus der Identität 
A B == {B — A) {() -B)--{B—A) O 
die Gleichung 




l'ig. 15. 



oder 



AB = (B’— O) {() - B) — (ir — 0)0 



AB = O ir -F.(/>" - O) {0 - B). 

Hierin ist (/f — D) (D — 1>) das Product der beiden Strecken 



»• 
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O B’.BO = — BO .O H'=^ — 2.B0 iro, also dem 

Fläclieiiinhalte des Parallelogrammes A B B' 0 gleich. 

Mecliaiiisch heisst dies: Kine Kraft A B ist äquivalent einer ihr an In- 
tensität gleichen uml parallelen durch irgend einen Punkt <) gehenden Kraft 
O B^ und einem au.s den Kräften AB,'OC und dem (schiefen) Arme OA 
gehildeten Kräftejiaare. welches in dem Sinne AB B" O dreht. 

Addition von Geradonstüeken im Allgemeinen. Nichts ist 
leichter als mit Hille dieses Satzes die allgemeine Addition belie- 
biger Stücken von Geraden, die irgendwie im Raume liegen, aus- 
zuführen. Man ersetze jedes Geradenstück durch eine solche 
Summe, so liefert demi Addition eine Summe von Parallelogram- 
men und eine Summe von, durch Einen Punkt 0 gehenden Geraden- 
stücken, welche beiden Summen nach unseren früheren Regeln 
wiederum in ein einziges Parallelogramm und ein einziges Geraden- 
stück vereinigt werden können, w'elches im Allgemeinen dem 
Parallelogramme nicht parallel ist. » 

Fis versteht sich; dass sich die Summe eines Geradenstückes 
und eines Parallelogrammes auch wieder, und zwar aul’ unendlich 
mannigfaltige Weise, in die Summe zweier Geradenstücke zer- 
legen ULsst. 

Dass die hier gelehrte Addition von irgend w'elchen Geraden- 
stücken commutativ und associativ ist, geht aus den ents])rechenden 
Eigenschaften der Addition von sich schi\eidenden Geradenstücken 
und andererseits von Streckenproducten hervor. 

Eine Anzahl von irgend welchen Kräften kann stets durch eine einzige in 
einem beliebigen Punkte angreifende Kraft und ein Kräftepaar ersetzt wer- 
den; oder auch durch zwei, auf unendlich verschiedene Weise anzuhringende 
Kräfte. 

In speciellen Fällen kann sich jene Summe auf ein Geraden- 
stück allein oder ein Streckeupnjduct allein reduciren. 

Hat mau Ä B V J) zu hUden, so mache man 
B — A = B'—0,B — C-=^D'—0 

so hat man 

AB = OB'+ {B — 0)i0— B), C /) = OD‘ + { D’— 0) ( O — D) 
also 

AB + CD = 0B’+0 /> + O) {0- B) + 0) {ü— D)\ 
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Ist nun A B piirallel (' l), so kann man die beiden auf einer fie- 
raden r liegenden Strecken li — 0 = b c, D ' — (> = 6 c setzen, 
wo b , b reelle Zahlen sind. Bestimmt man nun 0 aus 

b {() — /;) + b {ü — Z)) = 0, O ® ^ 

so hat man : 

AB + CD = OB'+ OD' 

d. h. mecbaiiisch: die Resultante zweier parallelen Kräfte ist ini Allgemeinen 
gleich einer jiaralleleu Kraft, welche deren arithmetische Summe darstdit 
und welche von den Kräften im umgekehrten Verhältnisse ihrer Intensität 
absteht. 

Sind A B, C 1) entgegengesetzt gerichtete, gleiche Stücke, so 
ist B' — 0 = — (/>' — 0) also : 

A B + C I) = (/)' — O) {B~ D) = {I> — C) (B — JJ) 
d. h. dem doppelten Dreiecke C D B gleich. 

Zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte haben somit keine Resultante , son- 
dern bilden ein Kräftepaar. — 

Jede Identität zwischen Producten von Punkten gibt hienach einen geome- 
trischen und mechanischen Satz. So hat man : 

A H +80+ OA -= (d — b) (.1 — C) 
und da (4 — b) (4 — C) dein I’roducte der Strecken b A. C A = CA . A B 
also -= 2. C'4 b — 2.4 b 6', so hat man den Satz; die Summe der in einer- 
lei Sinn genommenen Seiten eines Dreiecks ist seiner doppelten 
riäclie gleich. Es ist zu beachten, dass hier die Seiten eines Dreiecks 
nicht als Strecken, also mit sich ])arallel verschiebbar anzusehen sind. Denn in 
diesem Falle ist nach g. 20 die Summe der Seiten X ull. Uebrigens mag vor- 
stehender Satz noch in die Form gebracht werden: Kräfte, welche durch 
die Seiten eines geschlossenen ebenen Polygons der Reihe nach 
dargestellt werden, haben als Resultante .ein Kräftepaar, des- 
sen Moment der Fläche des Polygons gleich ist. 

§■ 39. 

Product von drei Punkten. 

Unter dem Producte dreier Punkte J5 <7 verstehen 
wir ein Kbenenstück, nämlich dendoppeltenFlächen- 
inh alt des von ihnen gebildeten Dreiecks, seiner Grösse 
und seiner Ebene nach, d. h. wir setzen das Product ABC 
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= ]> K /’d.iiiii und mir dann, wenn das Ihciock AJiC mit J) E F 
in einer Eliene liegt, ilitn gleich von Fläche und einerlei Sinnes ist. 

Es ist das l'rodnkt der Strecken 

i^li-A) (C-B) = {E-l>) (F- K), (1) 

wenn das Product der Punkte 

A B a = B K (2) 

aber es folgt nicht umgekehrt die Gleichung (2) aus (1), und wir 
w'erden ein Product ilreier 1’ unkte .<1 7^6', ein Ehenenstück, das 
in seiner Ebene (alier nicht parallel zu dieser) beliebig verscho- 
ben und bei constauter (.Irösse in seiner Gestalt verändert werden 
kann, wohl zu unterscheiden haheii von dem Producte zweier 
Strecken (7^ — A) (C — 77), welch letzteres allerdings ebenjenen 
Fläehenraum dai-stellt, aber ohne llücksicht auf die bestimmte Ebene, 
welidier er angehört; denn ein Streckonproduct kann im llaume 
parallel mit sich lu^wegt werden, ohne seinen Werth ^u ändern. 

Ein Proiluct ^1 77 C nimmt bei der Vertauschung zweier Punkte 
mit einander den entgegengesetzten Werth an; es verschwindet fer- 
ner, wenn zwei Punkte desselben in einer Geraden liegen. Ibuss das 
Pi-oduct A B V associativ, also A (77 (J) = {A 77) V ist, folgt unmit- 
telbar aus seinem Begriffe. Unter dem Producte dreier mehr- 
läclien Punkte a A, b 77, r C verstehen wir das a b r mal genommene 
Ebenenstüek A B G. 

Mediani.sch reiiräsejitirt *1 . II C das Moment einer durch das Gcradeii- 
stUck 77 V dargestellten Kraft in Bezug auf den Punkt .1. 

Die geometrische Addition von Ebenenstücken wird ganz 
analog diu'chgeführt als die von Parallelogrammen nach §. 3tJ, und 
ebenso auch die Gültigkeit des distributiveil Priucipes: 

A B {G -F B) = A Jl G + AB B 
nachgewieseu werden können; der Kürze halber wollen wir dies 
nicht wieder in extenso erläutern. 

Was das Product von Punkten in Strecken sei, ist leicht zu 
sehen. Hat mau A B c zu bilden, so mache mau c — G — 77, so 
dass ABc = AB (G— B) = AB G — AB B = A 77 G. Ist 
A b c, so mache man b = B — ..1, c — G — 77 und hat dann A h c 
= A{B — A) {G — B) = A{HG — Ai' — B B + A B) = 
A{BG — AG + A B) = AB G — A AG + AA B = AB G. 
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•Jede alfi;i‘l)rai.sdie Ideiititiit zwisclicn l'niducteu dreier Punkte 
liefert einen Satz, dtn- ebensowulil für Flächen von Dreiecken, als 
für .Momente von Kräften ausgesprochen werden kann. 

Jede tileicliunff zwisdien Producten von Paaren von Punktan kann durch 
.Multipiicatiun mit einem beliebigen l’unkte (> zu einer Gleichung zwischen den 
Flaciieu von Dreiecken gemacht werden. Ist z. U 
M A + .i/y;— MC. 

.so hat man ohne weiteres 

O M A + O Af U = O M C. ' 

Liegt das ganze System OMA /t(' nicht in einer Kl>ene, so ist die geo- 
metrische Summe der Ebenenstücke zu bilden; liegt aber ein beliebiger 
Punkt O in der Ebene eines Parallelogrammcs .1 C li M, so ist 
der PUicheniuhalt des über der Diagonale beschriebenen 
Dreiecks O .1/6' die arithmetische Summe der über den Seiten 
.1/ .1 und M /> bes ch riebenen Dreiecke O .1/ ,1 , O M Jl; und so tindet 
V'AKKiNos's berUhniler Lehrsatz, dessen inecbanische Dedeutung bekannt ist, 
seinen adaijuaten Ausdruck in dieser Theorie. 

l.’ni noch ein iieispiel beizuliriugen : da das Product von 3 Strecken in 
einer Ebene nach J. 37 verschwindet^ so ist 

(.1/— .4) (M— m {M—C) -= 0, 

wenn .4/ in der Ebene .1 // 6' liegt. Wird dies Product nach dem di.stributiven 
Princiji zerlegt und darauf geachtet, da.ss ein Product dreier Punkte Null ist, 
wenn zwei ders(dben_zusamnienfallen, so hat man; 

,1 Jl V -= .1/ . I // + M li C + M C .1 
einen bekannten geometrischen Satz. 

40. 

Product von vier Punkten. 

Unter einem Productc von vier Punkten Ä B C IJ 
verstellt man das ti n diesen Punkten gebildete Paral- 
lelepipedum, seinem Inhalte und seinem Sinne nach, 
ein Haumstück. Es sind zwei solche gleich anzunehmen, wenn 
ihre Inhalte gleich und gleichen Sinnes sind, wie sie auch gestaltet 
sein oder liegen mögen, so dass: 

.1 B C I) = BFO !f 

gesetzt wird, wenn: 

[B - . I) (f ; -B] {!)-(')== (F~ K) {G _ F) {H - G) ; 
und umgekehrt. Um über den Sinn der Parallelogramme zu ent- 
scheiden, wird man sie als die sechsfachen Volumina der Tetraeder 
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A H V 1) betraditon; zwei Tetraeder ABO I) und A B U E sind 
alter einerlei oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem D und fj 
auf derselben Seite in Hezug auf die Kbene ABO liegen, oder 
nicht. Dann sieht man sofort, dass A B OB sein Zeichen bei jeder 
Pemmtation zweier Factoren wechselt. 

Die Summe zweier Baumstücke ist ein llaumstück, dessen 
Inhalt die arithmetische Summe der Volumina der zu addirenden 
Raumstücke. Das conunutative und associative Princip ist bei <he- 
ser Addition uml wie man durch ein dem §. 37 entsprechendes 
Raisonnemeut findet, das distributive Prineijt bei der Multiplicatioii 
von vier Punkten eiTüIlt, und somit tler Name des Productes für 
A B 0 1) angemessen, da die Assuciativität desselben aus der Defi- 
nition hervorgeht; denn man Vimn A B O D ebensowohl als Pro- 
duct des Punktes rt in das Kbenenstiiek B O Jj , d. h. als sechs- 
fachen Inhalt des Tetraedei’s mit der S])itze A und der Grundfläche 
B O J), wie auch als l‘roduct eines Fbenenstückes A B O ui den 
Punkt JJ, mid endlich auch als Product der beiden Geradenstücke 
A Ji . t IJ , d. h. als sechsfachen Inhalt des Tetraeders ansehen, 
dessen gegenüberliegende Kanten ^I />', CD smd. 

Unter dem Product eines Punktest in 3 Strecken a h c hat 
man nichts weiter als das Raumstück, welches dem Parallelepipe- 
dum al>c gleich ist, zu verstehen, denn setzt man a — B — vl, 
h = 0 — B , c ~ D — C', so hat jnan 

Aabc = A{B — J) (C — B).{D — C) = A B O D. 

Anwendungen dieses l’roducthegriffes lassen sich so zahlreich machen, 
dass ich hier nur einige wenige hervorhehen kann. Aus der Identität z. B. 

(A — 1)) (B — JJ) (,C—U) = Ä BC—B CD JcCDA — IJ A B 
'findet mau durch Multiplicatiou mit O: 

0 (A — IJ) {B — D) (C — D) ABC— O B C D + O CD A— ODA B 

Darin stellt aber die linke Seite nichts anderes dar, als das sechsfache 
negative Volumen des Tetraeders A B CD und man hat daher den Satz: 

Die arithmetische Summe der Volume derjenigen Tetrae- 
der, welche über den Flächen eines Tetraeders AB CD als 
firundflächen und an einer gemeinschaftlichen SpitzeOcon- 
struirt werden, ist, woauch Oliege,constantdem Volumendes 
Tetraeders^l/y CD gleich. 
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Ist A E= A It + AC ■¥ A D, 

also A E die Diagonale eines l’arallelepipedum, dessen drei Kanten 
A H, A C, .,4 I) sind, so erhält man durch Multi|ilieatiou mit ,l/.Vdie Glei- 
chung zwischen den Kaumstüeken ' 

M N A E = M N A H + M E A V + M xV AI), 
welche da.s Conalat des Satzes von Varionon für den Raum ist. 

Das Product xlf xV. A B heisst, wenn .4 H eine Kraft ihrer Intensität, Rich- 
tung und Lage nach vorstellt, das Moment derselben in Bezug aut die 
xVxe M j\. Ist die geometrische Summe der Geradenstücke; . 

AB + CI) -f ,.. = ü, 

so ist auch 

MN. A B -t- MN. CI) + MN. EF+ ... =0 
d h. Halten sich eine .\nzahl vonKräften das Gleichgewicht, so 
ist die Summe der Momente in Bezug auf irgend eine As.e 
gleich Null. 

Wir haben in §. 118 gesehen, dass eine Summe von Kräften im Raume auf 
unendlich viele Weisen durch zwei Kräfte A B, CD ersetzt werden kann, 
deren geometrische Summe (A B -t- CD), wie sie auch gewählt sein mögen, 
constant. nehmlich der Summe jener Kräfte gleich ist. .\us A B + CD = coiist. 
folgt aber (.4 B CD) (.4 B -f CD) = const., also B . .4 B -p CD . .1 B 
-I- A B.CDA- CD.CD^CD.A BA- AB.C l) = -I. ab const., 

da C D A B durch eine gerade x\nzahl von Peniiutatiouen dem Factoren aus 
A B CD erhalten werden kann. Beachtet man nun, dass xl B . CD das sechs- 
fache eines Tetraedervolums ist, dessen gegenüberliegende Kauten A B, c I) 
sind, so gelaugt mau zu dem berühmten Theoreme von Chasles; 

Wie mau auch ein System von beliebigen Kräften durch 
zwei ersetzen mag, immer bleibt das Volumen des Tetraeders, 
welches dieselben zu Kauten hat, coustaut. 

Kill Product von fiiuf Pimkteii kann mau unbediii(^t der Null 
gleich setzen. 

$. 41. 

Keduction der alternirendeii Operationen an Piinkteii aut die 

an Zahlen. 

Wir haben in den ??§. 38, 3D, 4<) au und mit Punktmi auf rein 
geometrisdie Weise ein System von Ojierationen begründet, wel- 
ches die Kigenthümlichkeit besitzt, dass das Resultat dersellien 
jedesmal das entgegengesetzte Zeichen aunimmt, wenn zwei der zu 
verknüpleudeu Punkte ihren Platz wechseln, und welches wir daher 
ein alternirendes nennen können. 
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Stellen wir jeden Punkt als lineare Function von vier festen 
Fundainentaljjunkten nach §. 33 dar: 

m .1/ = nti /j -F Hivs/j, + ntg /j + l^ 
und neliinen hinzu, dass jetzt vermöge 38 die Gleichungen 

A A = fl) A A A A j • • • 

bestehen, dass ferner das distributive und associative Princip allge- 
mein, also auch für jene lineare Function M der 4 Punkte /, /, 

erfüllt ist , so geht hieraus liervor, da?s das in §. 34 behandelte 
Zahlensystem für a = 4 zur Bezeichnung der Punkte im Raume 
angewandt werden muss, wenn man die alternirenden geometrischen 
Operationen durch solche an Zahlen ersetzen will. 

Bet l achten w ir nur Punkte einer Ebene /, /.^ A» so wird man 
eden solchen Punkt .1/ durch die Dreipunktcoordiuaten m,, tn 2 , nij 
daistellen : 

m :!/ = iMj /, -F m,j 4 + nij 4 
wo, wenn der Punkt ein einfacher sein soll, 

ni — m, -F -F n >3 = 1 

zu setzen ist. 



. 1 >as zwischen drei Punkten , I , //, C liegende 1 Ireieck z. B. wird, 
wenn' 

A = «1 A "F A 4" "3 A 

Ji = b, 4 + i>i A + i’s A 

6' = c, 4 + h A + G A 

gesetzt wird, durch 



dargestellt. 



2 . A B C = 



(I| iii> (I3 1 

b, b,, bj i 

G G G I 



Die analytische Geometrie stellt die geometrischen Objecte durch Coordi- 
iiateii dar, indem sie die eigentlich gegebenen relativen Beziehungen der Ob- 
jecte durch Beziehungen auf andere, ausserhalb gelegene Objecte (die Coor- 
ditiateua.xeu) ersetzt; sie wendet daun auf diese Coordinaten Operationen au, 
welche erst nachträglich geometrisch gedeutet werden, ln der vorstehende 
gelehrten Weise aber werden vielmehr die Objecte au sich selbst betrachtet 
und solchen Operationen unterzogen, welche die neuen geometrischen oder 
mechauischen Gebilde selbst auf die uaturgemässesfe Weise erzeugen. 
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Hetraehtet inan mit AufmDi ksaaikcit die Form der Relationen von Strecken, 
von Itreiecksflachen, von Tetntedervolnmen, von Kriiften, Kräfteiiaaren und 
ihren Momenten , wie sie hoi consequeuter Anwendung seiner Rezqichnung von 
Mönius in seinem „Lehrhudie der Statik“ (I. Th. 1S;J7) gegeben sind, so 
kann es Niemandem entgolien, dass zwischen den Formeln eine eigenthümliche 
Reziehung besteht, welche dem Zusammenhänge algebraisch aus einander ab- 
geleiteter Formeln entspricht. Diese Reziehung ist nun in vorstehender Dar- 
stellung zu voller Klarheit erhoben worden, indem wir zeigten, dass mau der 
natürlichen fornialen Rezeichimng der Strecken .4 Z>, DreiecksHachen A li ('. 
Tetraedervolume .4 UV J), eine tiefere Redeiitung unterlegen kann, die sie als 
Producte von Punkten erscheinen lässt, so dass jede Gleichung zwischen geo- 
metrischen Grössen, wie sie nach MöBifs’scher Art ausgesprochen werden 
kann, eine algebraische Identität zwischen den Producten von Punkten und 
umgekehrt jede letzteye einen geometrischen oder mechanischen Satz liefert. 
Um zu zeigen, wie ungemein dadurch die Auftässung erleichtert wird, habe 
ich im vorstehenden anmerkungsweise sämmtliche Hauptsätze, welche sich in 
den ersten 5 Kapiteln der citirteu Statik betinden, angefülirt; muss aber dar- 
auf verzichten,- hier d!b fundamentale Redej^tung dieses allernirendeu Upera- 
tionssystems, namentlich für die Mechanik, in extenso darzuthun, und zu 
zeigen, w'ie sich vorstehende Verknüjd'ungen von Punkten überall in der Me- 
chanik als der uaturgemässe Ausdruck ihrer Reziehungen darbieten. 

Die Methode, mit den Grössen in unserem Sinne zu operireu, vereinigt 
die Vortheile der sogenannten synthetischen Darstellung , welche überall die 
Objecte selbst in Retracht zieht, und deren gegenseitige Relationen aus ihrer 
Auschauung selbst entwickelt, mit denen der sogenannten analytischen Me- 
thode d. h. des Calculs, der durch formale Operationen und nach bestimmten 
Regeln die Objecte mit einander verknüpft, ohne bei seiner Anwendung einer 
lörtwiilircnden Anschauung des Verknüpften zu bedürfen. Sie verwirklicht 
den genialen Gedanken einer geometrischen Ch araktcristik und einer 
Geometrie der Lage, wie ihn Lkuisiz in kühnen Strichen skizzirt hat: 
„Je ne suis pas encor couteut de l’Algebre , en ce qu’elle ne doniie ny les plus 
courtes voyes, ny les plus helles constructions de Geometrie. C’est pourquoy 
lorsqu'il s’agit de ccla, je croy qu‘il nous faut encor une untre a na ly se pro- 
prement geometrique o« lineaire, qui nous exprime directeinent situm, 
comme PAlgebre magn itud inem“ (Rrief von lUT'J an Hivok.ns, in üyleu- 
broek, Ciin. Hugksh exercit. math. Fase. 1. S. 9). „L’Algebre n’est autre 
chose <iue la characteristique des noinbres indetermines . ou des gnuideurs. 
Mais eile n'exjirime pas directeinent la Situation, les angles et le mouvement, 
d’oii vieut qu’il est souveiu difticile de reduire dans un calcul ce qui est datis 
la Hgure, et qu’il est encor plus difticile de Irouvcr des demonstrations et des 
constructions geometriques assez commodes lors ineme que le calcul d’Algehre 
est tüut fait. Mais cette uouvelle characteristique suivant des figures«de vue. 
ne pellt mauquer de donner en mcnie temjis la solution et la con- 
structiou et la demonstratiou geometrique, le tout d’une maniere 
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naturelle et par une analyse. C’est ä tlire par des voycs dcterminees 

Je <Toy (ju’oii ]K)iirroit manier i)ar ce moycu la iiu'canique presque coniine la 
geotnetrie.*- ^a. a. 0. Fase. II. S. ü). 

Historisches sum VII. Abschnitt. Schon in der „Ausdehnunj'slelire*" 
Okassm.knn’s von 1H44 lindet sich das System der alternirendeii Zahlen und 
Operationen, allerdings in einer sehr ahstracten und schwer verständlichen 
Darstellung. Im Septendier l.s4.ö hat S.unt- VKNANT tComptesrendus, Bd.21. 
S. ÜJO) die geometrische Multiplication der Strecken unabhängig von Gkass- 
MASN vorgetragen. Im Jahre 1853 trat ('Afciiv ((Jomptes rendus. lid. 3<j. S. 70, 
129, 161, und in zusammenhängender Darstellung in den Kxercices d’ana- 
lyse et d. jihys. uiath. Bd. IV. S. 3.56) mit seinen „clefs algebriques oder ana- 
strophiques“ hervor, welche genau mit Grassmann’s alternireuden Einheiten 
Zusammenfällen (s. .Vusdehiiungslchre von 1862. S. IX). Kurz nacli der ersten 
.Vufstelluug des vor.sti.dienden l’roducthegriffs hat in England O'Bkie.n (Phi- 
losoph. Magaz. -Vugust lt^47. S. 139) denselben ebenfalls entwickelt und für die 
.Mechanik verwendet. Von seinen zahlreichen späteren Publicationen, meist 
sehr geringen Umfanges, erwähne ich eine zusammeulässendc Darstellung 
„On Symbolic Forms derivml front the conce])tion of the trauslatiou of a 
directed raagnitiule" (Phil. Trans for the year 18.52. Bd. 142. S. 161). 

An Gründlichkeit und .Vngemessenheit des Gedankens und der Entwicke- 
lung stehen aber alle diese Arbeiten gegen (Juassmann’s,- namentlich gegen 
seine Darstellung in der ..Ausdehnungsh-hre“ von 1862 weit zurück, ln dieser 
wird ein Product, wie es in diesem .-Vhschnitte behandelt ist, ein ..kombinato- 
risches'“ und „äusseres"’ genannt. Es würde zu weit führen , wollten wir hier 
alle die verschiedenen Productbildungeii. welche Grassmass untersucht hat. 
die äussere , innere , progressive , regressive , die auf ein Hau]itgebi(;t bezüg- 
liche, die planimetrische, stereometrische u. s. w. Multijtlication darstellen. 
Sie alle beziehen sich auf alternirendc Zahlen, welche aber nach anderen Ge- 
setzen miteiimniler verknü]>ft werden, so dass der Produetbegriff in der. von 
uns in §. 34 statuirten Weise liier nicht mehr stattfinden wüirde. Ich zweifele, 
dass diese abnormen Multiplicatiouen in den Zahlen ihre naturgemässe Reprä- 
sentation tinden, vielmehr scheint mir es weit vorzüglicher, ihren Begriff rein 
geometrisch zn entwickeln, wie dies Grassmann in seiner „Geometrischen 
.\nalyse“ fl.eipzig 1847) in’s Besondere für das „innere Product“ ausgeführt 
hat. Ich bemerke hier nur, dass während das „äussere Product" zweier 
Strecken a h , also das in §. 36 behandelte , seinem numerischen Werthe nach 
ii l) sin {ft b) ist, wenn n, b die absoluten Längen der beiden Strecken bezeichnen, 
ihr „inneres Prodüct" durch ab cos(«A) dargestellt wird. .Vusser O’Brien. 
welcher a. a. O. dasselbe anwendet, hat auch Gauss sich mit ihm einmal be- 
schäftigt (s. Werke II. Bd. Nachlass S. 305). 
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Reine Theorie der Quaternionen. 

§. 42. 

Delinitioii d<*r UuateniiomMi ; ihre Multi|»Iie<atioii. 

I4it«“r eiiiei' Quateriiion*) vei-stelit mau eine ans der mime- 
rischeu Einheit und 8 ci>nii)le.\eii Einheiten /, , 13 mit i'eellen oder 

gemeinen eoin)»lexen Elementen , r.,, .r^ gehildett; Zahl**) 

s ^ ■'0 + •'’i h + •'■3 '3 1 

wenn die allgemeinen Verknüjifnngsgesetze des 2X ant sie unweTid- 
bar sind und die 15e.stimmungsgleichungeu 

•) Ich weiss wohl, (lass (|uaternio eijrciitlith geiwris ninsculini ist; ciit- 
sj)r(‘cln!iid (h'iii Spraidigohnmcho (tlie Union, die Million n. s. w.) alior bediene 
ich mich, um Harten zu vorineiden, im Deutschen des Feminimun. 

**) Sir K. W. ll.\Mir,Tos nennt 5 nur daun eine Quaternion. wenn die 
Elemente reelle Zahlen, und (dne 15i(iuaternion, wenn die Elemente gemeine 
(.'omjdexe sind. Wahrend letztere, di? einer eigentlichen geometrischen Uar- 
stelliing nicht fähig sind , und daher in unserem Sinne (s. S. 7) als trai^scen- 
dente oder rein formale bezeichnet werden können, in H.vmii.ton’s geometri- 
scher Auffassung erst sehr spät und immer nur gelegentlich, etwa so wie die 
gewöhnlichen coinidexen (Jrössen in der analytischen (ieometrie als Durch- 
gangs]umkte, anftreten. so konnUm und mussten in meinem Entwickelungsgange 
die Quaternionen sogleich in dieser Allg(‘ineinheit aufgelässt werden; so dass 
ich auch d<;n Xamen in dem obigen allgemeinen Sinne idine Schaden anwen- 
den kann. 

Die :} imaginären Einheiten nennt Hamilton Miclche Hezeichnung 

ich mit (, . vertauscht habe, um durch das griechische Alphabet in über- 
sichtlicher Weise im Allgeraeiuen yuaternionua bezeichnen zu können. 
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/i /i — 1 , »2 #2 - — — 1 , < 3/3 — — 1 

<1 /2 = <3 

zur weiteren Cliarakterisinuig dienen. 

Insofern mif die Einheiten das as.sociative (lesetz anwendbar 
ist, Imt man aus /j 1^ — 13 duich Multiplication h /, 1-2 = /j ila 
aber 1, ij = — <2 ist: 

'n 13 = — <2= 

Ferner folgt ij 12 = <3 <2 derselben Gleicbnng, also 

h <3 — — 'i- 

Diircb Multi])lication der beiden letzten bat inan /, ei '3 '2 = + '2 'o 
lind da <3 <3 = — 1 ist 

<2 ii = — >1 h — — hl 

also wenn man mit 13 1., = — /, in. diese (lleirbung imiltijilieirt 
'.1 li <2 = + h h somit 

,, ,3 =r — hi\ — — <2- 

Dureb Miiltijilieation der beiden letzten llesultate gewinnt man 

li ii r, I3 = + <3 '21 tilso: 

I3 h = — i-i I3 — — 'i- 

So siebt man, dass infolge der IJestimmungsgleicbungen die eoni- 
ple.ven Einbeiten bei der Multijilication nicht commulativ sind, son- 
dern das I’rodnet je zweier sein Zeichen ändert, wenn die Factnrcm 
üire Stelle wechseln. 

lleacbtet man noch, dass h I2 13 = h h = — 1, so bat man 
zur Keduction der Kinheitsproducte, folgendes System von (ilei- 
ebungen, was man bei allen folgenden Ilecbnmigen im Auge liebal- ‘ 
teil muss: 

/j = — 1 , h h — — 1 > <3 <3 — 1 \ 

»l<2 = + '3> /2'3 = + /l. /3 '1 = + '2 I 

h h — h> h h — — >ii h h ~ ~ >2 \ (. 1 ) 

<1 h h = <2 <3 <1 = ^3 M '2 = “H 1 1 

h h h = h h h — h i 2 '1 = — 1 ' 

Mit Hilfe dieser Kolationcn und des distributiven Pnncipes 
erhält man, wenn 
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und 



« = «ü + «1 «1 + «s h + "3 '3 

(i = f'o + fh !\ + ^'2 h + ^'3 h 

•/ = <0 + ''l ll + <3 li 4- <"3 h 



a ,i = y 

gi'setzt wird, l)ei Aiislülining dos J’roductes die Relationen: 

«0 ^0 — «I /-'j — «2 ^>2 — «3 l>3 = <'() 

«0 fh + «I + «2 f'3 «3 i>2 = Cl 

(Iq ““ «1 t>3 4" Uu io -f- «3 ij = Oj 

"o f>3 4- «1 >‘2 «2 f‘l + <hK = <^3 

wie sich denn üherlianiit das Product einer Anzahl von Quateniio- 
iKMi immer wieder auf eine einzige bestimmU* Quaternion rediicirt. 

Zur heijueineren Behandlung der Quaternionen bezeichnet 
man in 

« = «0 4- M 4- «2 >2 4- «3 <3 
das (ilied als den Scalar-theil: 




Sft = f/o, 

und als Vector-theil die Summe 

V« = fl, <1 4- «2 '2 4- fl3 

so dass 

« — S fl 4“ V fl. 

Ibinii ist 



fl/4 — (S«4-Vfl) (Sj^-f’V,t?) = Sfl.S,i4" *S,4.V« -f- S«.V(:f 

und nach Vertauschung der Factoren: 

fi a — a a .S li + a ß .\ a 4" S « . V (4 4* /4 ■ \ , 

worin nur <las letzte Product V ß . V« ein amleres geworden ist. Um 
dessen Veriindeiung weiter zu übeisieben, so bilden wir die beiden 
:ils Quaternionen erscheinenden Producte: 



Vfl .y ß — — (fl, i, 4- fl2 '^'2 4- fls h) 

4- /-3 — fls i„) ll 4- (flj i, — fl, f>i) I.J + («1 /<2 — "2 h 

. V« = — (a, i, 4- Ö2 ij 4- <h 

— ■ (<*ä f>3 fl3 ^2) h ^"3 ^'1 ^1 ^s) h " ^'2 ''2 ^1) '3 

und man siebt, dass 
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S(Va.\^^) = + S(V^.V«) j 

so (lass die rroducte a ß und ß a in dieser Weise: 

ßa = ^u ß + Sa ß S ß y a ß- ß) — V(Vrt.\,'^j ) 

geschrieben werden können, worin die Veränderung, welche ein 
l’roduct zwtiier (^naternionen in seinem Vectortheil durcli \ er- 
tanschung seiner Factoren erleidet, zur Kvidenz gehraclit ist. 

Als die zu 

ß == S a + ^ ß 

conjugirte Q,uateniione bezeichnet man: 

K ß = S ß — V <r , 

und es ist: 



2 . S ß = ß + F ß ^ 
2 . ß == ß — K (( j 



dann wird: 

ß . K ß = (S ß + Vß) (S ß — Vß) = (S ß)=* - (Vß)- 
wenn mau als Norm N a die Summe der Quadrate: 



(5) 



N 



ß, 



N ß = + "i" + + «»■ = ß • b ß (ti) 

bezeichnet, an! welche sich jene Differenz der Quadrate reducirt, da 
(VQit)=* — (ß, /, -F n.2 12 + «3 ( 3 )^* = — (ß)- + (ij.- + ßjQ (7) 
gel'unden wil d. 

Aendert man in dem ohigeii Producte 
ß/^ = Sß . S/Ü S (Yß. V,:;) + [Sß . V/^ -f- S(^ . Vß -j- V(Vß . \ /:f)J 
das Vorziächen des'Vectortheiles, so hat man: 

K(ß('^) = Sß.S,‘:/ — i^a.Yß — Sß.Ya -|- S(Vß.V,y) — Y(Ya.Yß) 
oder nach (3) 

K(«^) = Sß.S,t? - S a - Y ß — S ß .Y a +Yß.Ya 
Nun ist 



. K«= (S,^ —Yß) (Sß— Vß) = S«. S^-Sß .Yß—Sß.Yu +Yß.Ya 

womit man die wichtige Relation : 

K /> . K ß = K (ß ß) (3) 

erhält. 
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Multiplicirt man ct ß — y mit K (« = K so hat man 
a ß .K {a ß) — y y oder nach (8) a K . K « = N y. Nun 
ist nach (fi) ßKß — }s ß also o K « . N /tf = N ^ und endlich 
N a . N = N j/, so dass man die Identität: (9) 

("o^+ «I ^ + «3*) (^'o® + + + ^3*)=<’o^ + '"i“' + 

erhält, wo die <■ aus den a, h vermittelst der (ileiciiungen (2) zu 
bestimmen sind. *) 

Die (positive) Quadratwurzel aus der Norm : 

T « /a,» + 0,2 + «3* + '*3* 

nennt man den Tensor der Quaternion und hezeichnet den Factor 

s 

I^T “4“ ^^1 fl “4* ff^f^ ^ ^3*3 

y «o’* + Ul ’■' + «ä“ + Ua" 

als den Verso r, so dass 

a — T« . U «. (10) 

Letzterem kann man noch eine wichtige Foim gehen. Bezeichnet 
man nändich: 



»1 l| + Us <i + »3 > 3 

J/«,' + «4“ + rtn" ’ 

SO hat dieser Ausdruck nach (7i die Eigenschaft, dass 



und setzt man : 



II — — 1 , 



— cos 



T’ 



y n,y + U]'' + «4* + Ua* 
was olfenhar immer möglich ist, so hat man 



ya,y + a,s + «4* + «»* ' 



*) Dieser intere.ssante Satz, narh welchem das Product zweier Zahlen, 
welche die Summen von vier Quadraten sind, immer wieder als Summe von 
vier Zahlen, welche von den Klementen der Factoren rational abhanden, dar- 
«cstollt werden kann, ist zuerst von Euler entwickelt. Er ist die Verallge- 
nieinerung des Satzes , welchen die gemeinen coniple-xen Zahlen an die Hand 
gehen, wonach, wenn 

(«0 + a, t) (f>o + h »■) = c„ + «1 » , 

also 

Un — U, b\ =3 C(| U(, b\ -p dl ba = C| 

ist, 

(O,,* + u, ") (*„’* + *1'*) = C„» + c, » 

gesetzt werden kann. Mit der Ausdehnung dieses Satzes auf mehr Glieder 
haben sioh John Gravb.s und Kirkman (s. oben S. lOb und 110) beschäftigt. 

H A u k e 1 , cnmplexe Zahlen. 10 
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a = T ß . (cos (p -f- I sin (f>), (11) 

eine Gestalt der ()uaU!niimi, welche der rcducirten Form der 
gewöhnliclien coinplexen tirössen entspricht, und aus der man die 
Gleichung 

ß" = (T ß)" (cos ntp + I sin n tp) (12) 

fiir ganze n sofort erschliessen kann. 

Man ist berechtigt, die Definition der Kxponentialgrösse: 



CO 




n rrO 



auf den Fall, dass ß eine Qnaternion ist, auszudolinen, so dass man in vor- 
stehender Bezeichnung 

« = T«.c'»‘ (14) 

setzen kann. Es ist aber wohl zu beachten . dass ilcr Exponentialgrösse jetzt 
die Eigenschaft 

et^eY = e^^Y ( 15 ) 

im Allgemeinen nicht, und nur dann zukommt, wenn ßy = y ß ist; ilenn es 
ist in der Quaternionentheorie: 

(i? + y)* = f + ßy + Yß + r* 

von 

ßß + -F y* 

und 

(ß + y)“ = + (/»V + ßyß + yß‘^) + (yV + Yßr + + r’ 

von 

/»■> + 3ß^y + Aß + r> 

im Allgemeinen dnrehans versehi(;den — auf dem binomiselnm Lehrsätze für 
ganze Exponenten aber bernlit jene Eigenschaft (15) in dem Gebiete der ge- 
meinen coinplexen Zahlen. — 

Betrachten wir mir solche Quaternionen , welche reelle Coefficienten 
haben, so ist ihre Norm eine positive, von Null verschiedene Zald, ihr Tensor 
eine reelle positive Zahl und der im Versor (11) erscheinende Winkel, ihre 
Amplitude, reell. 



§. 43. 

Producte von Vectoren. 

Von besonderer Bedeutung fiir die Anwendung auf die Geo- 
metrie sind die Producte reiner Vectoren, die wir, um Verwecli- 
selung mit den allgemeinen Quaternionen zu vermcidiin, in diesem 
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{ 5 . (lurcliaus mit kleinen laünnisclien Bncli.staben hezeielmen wer- 
den, so diiss: 

a = «g /)j -f- 0^43 

h = /(j ti -|- Äg /j -j- /jj t3 

wo n, , « 2 , « 3 , , ... gemeine complexe Zahlen sind. 

In diesem Falle ist V « ~ o , Sa — <) und daher der con- 
jngiite Vector 

K a = — « . (1) 

Nach ( 8 ) in 4'J hat man K (« 4) = K /> . K a — ( — //) (— a) also : 

K(a />) = //«. ( 2 ) 

Ebenso ist 

K (« Ä . c) == K c . K o Ä = K e . K /> . K rt = — r /> n 
K (ft A . e J) ~ K (e </) . K (ft A) = K t7 . K f; . K /> . K ft = -f- </ c h a 

n. s. f., so dass nach (5) in i? 42 

2 . S (fl i/) = a h b a, 2 .V (« b) = ft h — b a j 

2 . S (ft b c) — ab ü — c b a, 2 .V (u b c) — a b c c h a /(3) 

.S(abcd) — abcd dcha, 'J (ab c d) — abcd — dc.ba I 
n. s. f. Hieran.s, so wie auch aus (3) in tj. 42 folgt weiter : 

S (ft b) = -f- S (fr ft), ^ (fl b) = — V (b ft) (4) 

und es wechselt daher die Quateniion ab, welche durch: 
ab — — (fl, bl -F fij bi -F «3 bs) 

-F («2 bs — «3 bi) /, -F («3 bl — Ul Ä,) tg -F (fti bi — fig /;,) tj 
dargesUdlt w ird, das Zeichen ihres Vectoi's, wenn die Factoren ihre 
Plät'/e vertauschen. 

Man hat ferner a /> . c = jS (« b) ■+■ V (a b)\ r . ; da nun S {a b ) . c 
seihst ein Vector ist, so hat man : 

S(«Äc) = S{V(fi/f).cl (5) 

Da nun V(fiÄ) = — V(Z>«), so sieht man, dass S(Aac) = SjV(Aa) . fj 
— — S jV (ft b) . cj also: S (fl b c) = — S (fr a c). (iaiiz ähnlich 

überzeugt man sich, dass S (o bc) — — S(a c fr) und da man aus 

(3) die (lleichiing S (a fr c) = — S (c fr «) erhält, so ist : 

-F S (o fr c) = -F S (fr f; fl) = -F S (c fl fr) 1 

= — S (a c fr) = — S (fr a c) = — S (fT fr rt) ) 

10 * 
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Man hat nach (3) 

2. V [rt . V(/> c)] ~ a {/> c) — V(A c) . « ; 
nun ist 0 == a . S (f> r) — S{/> c) . a 

also durch Addition : 

2 . V [a . V(/> c)] — ah c — h c.n. (7) 

Schreibt man identisch 

ah c — h c a = (« h h a) c — h {<• a a c) , 
so liat man nach (3) 

V [a . \ {h c)] = r . S (a h) — // . S {c n), (8) 

welclie Gleichung addirt zu der selbstverständlichen: 

V [n . S (h c)] = « . S {h c) , 
die wichtige Gleichung: 

V(« h e) = rt S (// c) — Ä S (c rt) + c S (a h) (9) 
liefei't. Stellt man mittels dieser z. B. 

V(« e h) — n S (h r) h S (c n) — c S (« h) 
dar, so bemerkt man, dass ausser <ler aus (3) folgenden Relation: 
V {a h c) = V (c h a) , (1 0) 

zwischen den Vectoren der permutiiten Producte ahr, ach/... 
keine so einfachen ^Beziehungen, als zwischen ihren Scalaien statt- 
finden. 

Aus (8) folgt : 

V [h a)] = o S {h r) - c S {n h) 

V [c . V(rt i)] = /> S (c a) — o S {h c) 
und durch Addition dieser Werthe zu (8) : 

V [a . V {b c)] -j- V [i . V (c a)J -p V [c . V (« h)\ — 0. 

Nach (5) und (ü) hat man : 

S [a . V {h c)] + S [Ä . V (c «.)] + S [c .V (rt h)] = 3 . S (« h c) 
also, wenn man vorstehende tJleichungeu addirt: 

o . V (6 c) -f- h . V (c rt) -p c . V (« h) = 3 . S (a h c). (11) 
Aus (8) findet man 

V [V (a h) . \ (c d)\ = </ S [c .\(a (?.)] — c S [ V {a h) . d] 
und somit nach (ö) 
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V [V {a h) . V {<: (/)] = (/ S (« Ä c) — c^{a b d) 

Hieiiadi ist: 

V I V (c d) . \ {b «)] = aS(c db) — S (<; (^ «); 
nun ist aber \ {b a) = — V(rt b), also 

V[V(«Ä). V(crf)] = — Y[V{/yo).V{orf)J = + V[V(erf).V(Äa)] 
mul daher: 

d S (<t b c) — <t S {/> c (/) + bS{c d a) — c S (a b d) — 0 (12) 
womit man, wenn d durch r ci’setzt wird, die wichtige Formel : 
r S (a b c) = a S (c r /<) + Ä S (a r c) + c S (// r u) (13) 

erhält. 

Es mag hier noch des rroductes von 4 Vectoren kurz gedaclit werden : 
Zerlegt man a b c d in n . 6 c d, so trägt das Glied a . S (4 c rf) zum Öcalar- 
theilu von ab cd nichts bei, da es ein reiner Vector ist; also hat man; 

S (a 6 c (/) = S ja . V (4 f t/)| ; 

nun ist nach (‘J) V (4 c d) — 4 S (c d) — c S (d 4) + rf S (4 c), also: 

S (a 4 c d) = S (« 4) . S (c d) — S (a c) . S (d 4) + S (a d) . S (4 c) (14) 
Hieraus folgt: 

S (b c d a) — a (b c) . a {d a) — S (4 d) . S (a c) + S (4 <i) . S (c d) 
also, da der Scalar S (« d) = S (d «) u. 8. f. 

S (« 4 c d) = S (4 c d a) , (15) 

so dass eine cyklische l’ermutation der Eactoren des 1‘roductes von 4 Vectoren 
nichts an seinem Werthe ändert. Mach (3> hat mau noch . 

S (a 4 c d) = S (d c4 h) (16) 

womit die einlächen llelationen erschöpft sind. Denn der aus (14) abgeleitete 
Werth : 

S (o 4 d c) — S (a 4) S (d c) — S (« d) S (c 4) + S {a cj S (4 d) 
steht mit S (a 4 c d) in keiner einfachen Beziehung. 

Sucht man S (a 4 c d) zu bestimmen, indem mau u 4 c d in 
« 4 . c (/ = S (a 4) . 8 (ö d) + S (rt 4) . V (c d) + S (c d) . Vja 4) + V (a 4) . V (c d) 
zerlegt, so sieht mau, dass: 

S (a 4 c d) — S (a 4) . S (c d) + S {V (a 4) . V (c d)} , 
und durch Vergleichung mit (14) die Identität: 

S jV (a 4) . V (c d)j — S (a d) . S (4 c) — S (a c) . S (4 d) (.17) 
erhalten wird. 

Weitere Relationen dieser Art, welche sich noch in grosser Anzahl hei- 
bringen Hessen, übergehen wir. Doch können wir nicht unterlasscu, hier noch 
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auf die Form aufmerksam zu machen, welche das Product dreier Vectoren 
exjdicite zeifjt. Man hat; 

(^*1 U d" 's d" O3 13) (Ä| /| d“ f's d* ^3 's) ” 

— ('*1 Äj d" "s^s d“ Ä3) + ("3^3 — «3 f) d” (03 )>i — "1 #s d" ("1 — 03 Ä,) 13 

also; 

('*1*1 d" Ojij d" Os'.'i) (^i'i d" d- ^3(3) (c,i, + Cjij + 03*3) 

= — [(aj bi — 03*1)03 d- («ä *3 — os/'i) e, + (03 A, — «, *,) c,] 

d- [ — (0| *1 d- Oa *2 d- O3 *s) Ci d- (".a *1 — «i *3) Cs — («1 *a — «a *1 ) Cs] 'i 

+ [ — (o, *, +0.3 A.a d- Oa *3) r» + (rt, — O3 *, ) C| — («a *3 — o.a *2) ^3] ij 

+ f — (a, *, + a,i h., + «3 *3) C3 d- («a — «3 *2) ^a — (03 *1 — «1 b,) Cf ] »3 



woraus man 



und, da 



ii(a bc) = 



iif tu 0.3 ! 
*1 *2 b^ ^ 
I C| Ci Ci \ 



S (»I b) ~ — («I *1 + Ui bi + Os *3) , 



(IH) 



durch identische Umgestaltung für \ (a b r) den in (H) gegebenen Ausdruck 
erhalt. So wird z. B. (1-^) abgeleitet werden können aus; 

I ft b c ti 
I fl| *, c, (/, 

I ffcj bi C3 (L 

' f's *3 ^3 f/3 j 

einer Gleichung, die identisch erfüllt ist, weil die erste Zeile lineare Functio- 
nen der Glieder in den folgenden Zeilen edthält. 




§. 44. 

Division der Quaternioneu. 

Unter dem Quotienten 



( 1 ) 



zweier Quaternionen liat man (vergl. §. 7) eine solche Quatemion 
zu verstehen, für welche ; 

^a = (i (2) 

ist. Hieraus erhält man zur Bestimmung der Coefficienten in 
^ = ^0 + O + arg < 5 , + ^3 I3 
die 4 linearen Gleichungen : 
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•'’o ^0 ^ 1 ^5 ■^’s ‘^2 ^3 ^*3 ^0 

J-1 + «0 .Tj rt„ + Xi «3 Oi -= /», 

.t'o (h a’l «3 + •'•s «0 + ^3 <*1 •= f>2 

•’’o '*3 + J’l «2 — «1 + 3^3 «0 = /'3 

.\iist;itt die Elimination der .i’o, x^, X 2 , Xs direct vorzunehnien, 
nudtiidicirou wir (2) mit K a und erlialten so f « K « = K a 
oder nach (ti) in §. 42; 

woraus sich denn 

N « . a-o = <{'0 «0 + f>i “i + />2 «2 + f>3 «3 j 

N « . Xj = Ä, tt„ — «1 + />3 (Uj, — Aa («3 f 

N a . Xi — f>2 (h f>3 «1 f>0 «2 + f>l «3 1 

N o . .rj = «0 + <5i2 «1 — ffi «a — /2(, «3 ' 

als die zu (3) invei’sen Gleichungen sofort ergeben. 

Mau sicht hieraus, dass die Division mit « in (j eindeutig und 
bestimmt ist, mit .Ausnahme des Falles, dass 

N U = «o’’ + + ^<2^ + «3** = 0 

ist, in welclu'ui sie durcdiaus unbestimmt wird. Solcher Quater- 
nionen, w'elche in Hezug auf die Division dieselbe Rolle spielen, wie 
die Null in dem gemeinen Zahlensysteme, gibt es unendlich viele, 
wenn die Elemente «q , , a.j , der Quaternion gewöhnliche com- 

ple.xe Zahlen sind. Werden letztere abei- in ihrer Variabilität auf 
reelle Zahlen beschränkt, wie dies bei der geometrischen Anwen- 
dung der Quaternionen geschieht, so kann N « nur verschwinden, 
wenn « = 0 , d. h. = 0 , «i = 0 , «2 = 0 , 03 = 0 ; und es ist 
die Division in diesem Gebiete der reellen Quatcniionen nur dann 
unbestimmt, wenn der Divisor Null ist. — 

Es ist von Literersse, aus der Gleichung (4) die Sätze des 
§. 7, welche für eine nicht commutative Multiplication galten, 
direct abzuleiten. 

Zunächst ist aus (4) 

ß /«K« 

n N « 
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also 



und daher 



1 Kn 

n N n 





n 



s. (13) in 7. l'emer ist 

„ . ^ = 'i ^ ^ y = 

y 'S y y 

s. (4) in §. 7 ; und weiter: 

y Ny S ß .S y 

Da nun nach (H) in §.42 K . K / = K (y /^f), so hat man vor- 
stehenden Quotienten 

„ « 1 ^ (rß) _ _« 

Ny.N/J y~ß 

s. (5) in §. 7. Endlich ist 

« «Ny rt K (^ . K y) 

^ j fl ^ fl 

und da K (K y) = y, so ist K (ji . K y) = K (K y) . K = y . K 
und somit vorstehender Quotient 

ay K ß n y 

~ Sß~ ~~ß' 

s. (ß) in §. 7. Dies sind die Grundgleichungen für die Tiansforma- 
tion der Quotienten von Quatemionen, aus denen Identitäten wie 



leicht folgen ; denn cs ist 
« ß 



n fl « 

fl y y 



Ebenso ist 



ß y ^ ^ fl ^ y “y y 

— . ^ . y — I 

ß y a 



(Ö) 



u. s. f. Dagegen sind Gleichungen wie 

^ ff ßa « « 

'*7 = “’ 7““’pT=j->' 

(vcrgl. 1*, 2*, 6* in §. 7) in der Theorie der Quatemionen nicht wahr. 
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§. 45. 

Als«*bra der Quaternioiicn. 



Der Umstauil, dass für die Quaternionen die Division nicht in 
allen Fällen hestiinint ist, bewirkt in seiner Vielgestaltigkeit noch 
mancherlei paradoxe Verhältnisse. So hat die Gleichung 

ta — A 

wenn 

S = -ei <1 + Xg «2 + J-3 l3 

gesetzt wird, unendlich viele Wui-zcln, nämlich alle die, für welche: 
a-,^ + .-cg^ + ics** = G, 



und cs tritt die Fii'sclieinung, dass sich ein Product nicht in 
jedem Falle ändert, wenn sich ein Glied desProductes 
ändert, eclatant hervor, wenn man bedenkt, dass die Gleichung: 

W I] 

WO ^ eine Wurzel von — 0 bezeichnet, gleichzeitig mit 

^ (»; + X — r 

erfüllt ist„ wenn x irgend eine gemeine complexe Zahl ist. 

Ebenso wie == 0 hat auch die Gleichung 

wo (t wiederum eine gemeine complexe Zahl bezeichnet, unend- 
lich v i e 1 e W u r z e 1 II. Denn Jedes 



erfüllt, wenn 



^ = ^ih + vCs! h -1- a-3 i3 
= — a 



ist," jene Gleichung. Ist z. B. tt = — 1, so gibt es ausser ^ — / i , /g, /s 
noch unendlich viele Wurzeln ^ der Gleichung 

und zwiu' sind solche 



I = <1 cos «1 ,+ (2 COS «2^ + (3 cos «3 
wemi cos ^ «x + cos “ «g -h cos * «3 = 1 , wo also «x , ctg , «3 die 
Winkel einer Richtung mit den Axen eines orthogonalen Coor- 
dinatensystcms, aber auch allgemein complexe Zahlen sein können. 
Es ist aber, da die Multiplication einer Quatenüon und einer ge- 
meinen complexen Zahl coinmutativ ist: 
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= + y'ä)- 

uiul woim cli« Quiiternidii ^ eine der unendlich vielen Wurzeln von 
== rt bedeutet, so verschwindet das Product 

(I — ) (^ + ) = 0 

ohne dass einer der Factoreu verschwindet. So ist z. 15. 

(/j — i) {ti + i) = <1*' + 5 i — iii — ü, 

wo »'die gewöhnliche imaginäre Eiulieit bedeutet, ohne dass 
gesetzt werden darf. 

FiS liegt hier die Frage nach der Aullösung der algebraischen 
Gleichungen in (Quaternionen so nahe, dass wir sie wenigstens in 
der IIaui)tsacho beantworten wollen. 

Ist eine Gleicbung »»ten Grades 

«of" + «iT"* + ••• + ««=() 

gegeben, wo ... «„ (Quaternionen, oder im si)eciellcn auch ge- 
wöhnliche com])le.xe/)der reelle Zahlen bezei(!lmen können, und f 
als (Quaternion bestimmt werden soll, so erhält mau durch Ver- 
gleichung der mit den 4 Einheiten multiplicirten Glieder und 
wenn man 

■ S = a'o + a-, »1 -}- a-j, + .Cj 

setzt, 4 Gleichungen, welche in jeder der Unbekannten j-„, a-, , .r^, 
vom «teil Grade sind, und deren .\uHösung /P simultane Systeme, 
d. h. «■* Wertlie von B ergibt. Es hat also eine Gleichung 2ten 
Grades im allgemeinen 10, eine (.»leichung Oteii Grades 81 Wur- 
zeln u. s. 1'. 

Jene Gleichungen sind z. B. für eine quadratische Gleicbung 

I + y = 

wo die Cocfticienten von «, /i, y dui-ch die entsprechenden latei- 
nischen Buchstaben bezeichnet werden : 

— ^ 1 ^ — a’»* — — 2a,.r„j-, — — '2a3X,,x, -f- d„x„— i,x, — ia^aü- c„ = I) 

^ a*a“) -p SfZfiXijX’i — 4" 2ö.»X(,Xg -p Xg-p dgX, — ^ä*ra4“ c, 0 

— a:,® — Xi' — jjg®) -p2aaJ‘„.Ci +2n«j;„Xä — 2«|./'„Xn-pÄäX-„-p Ag-Ci-P b^ — btXs+ c^ — i) 
<H(xa^ — a:,® — ,r. 2 ® — .r,®) — 2«gj;„.ri -p2aijr„a^ -p2<Jo-roa'a -P b^Xf , — biXi+ b,Xi+ b,^+ C 3 = 0 

In speciellen Fällen reducirt sich die Anzahl der Wurzeln 
bedeutend. 
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Dio obige Koiiu der Gleichungen y/ten Grades ist aber keines- 
wegs die allgemeinste; denn betraebten wir z. B. lineare Gleiebun- 
gen, so können diese neben Gliedern noc h andere i ji oder 
allgemein a ^ [i entlialten, welche sich, da die Vertauschung der 
Factoren nicht zulässig ist, nicht auf erstere reduciren. Die all- 
gemeine Form der lincsaren Ghüchungen ist daher: 



wo die Summe aus beliebig vielen Gliedern besteht; denn in der 
F’orm n S fi sind ofl'enbar die speciellen a 5 und f ji eingeschlossen. 

Die (juadiatischen Gleichungen können nelxm (iliedern c< i'-, 
ß, noch Glieder enthalten und zwar umfasst 

letztere Form jene speciellen, so dass: 

* 2! OnS •/, + 2! d„ f = C 

n M 

die allgemeinste quadratische Gleichung darstellt. Man kann so 
mil Leichtigkeit die allgemeinsten Formen dcu' Gleichungen /tten 
Grades angeben und sieht, da.ss das obige Rai.sonnement, nach 
welchem jeder solchen Gleichung Wurzeln zukommen, auch für 
diese ihre Gültigkeit hehält. 

Es würde der Natur des Quaternionencalcids in seiner .Vn- 
wendung auf Geometrie wenig entsprechen, wenn man die Auf- 
lösung solcher Gleichungen in der angegebenen Weise auf die 
einzelne Bestimmung der 4 Coefticienten reduciren wollte. Denn 
es würde dabei die geometrische Interpretation des Resultates 
überall erst nachträglich (wie in der analytischen Geometiäe) durch 
ein glückliches A})ci\u gefunden werden können , während es eben 
eine der wesentlichen Eigenthümlichkeiten der Anwendung der 
Quaternionen und überhaupt der comjdexen Zahlen auf die Geo- 
metrie ausmactit, dass sie überall die geometrische Bedeutung der 
Formeln sofort ergehen. IlA.MiiiTON hat dahei- Auflösungsmethoden 
für die linearen (Lectures on t^at., S. 55‘J) und die quadi-atischen 
Gleichungen (Lectures, S. ÜAl) gegeben, bei denen der Scalar und 
der Vector der gesuchten Quatendon direct bestimmt wird, indem 
mau ndt den Zeichen S, V in der §. 42 und 4d gelehrten Weise 
operäli. Diese Methoden sind jedoch sehr complicirt, wenig üher- 
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sichtlich und doch rein theoretisch von so geringem Interesse, dass 
ich bei dem Umfange, den ihre Exposition ehinelimen würde, hier 
mich begnüge, sie nur angedeutet zu haben. 



Naciidem im vorstelienden die Theorie der Quaternionen 
sell)stständig und ohne Rücksicht auf ihre geometrische Darstell- 
harkeit l)ehandelt ist, geben wir ini folgenden Abselmitt ein System 
geometrischer Operationen und daraus entstehender Grössen, 
welclie schliesslich in §. 55, als mit den hier auscinandergesetzten 
formalen Operationen zusammenfallend, nachgewiesen werden. Die 
Entwickelung von' 46 l)is 54 aber ist, wie ich ausdrücklich be- 
merke, gänzlich unabhängig von der vorstehenden. 
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Geometrische Darstellung der Quaternionen. 

§. 40. 

Addition der Bogen auf der Kngel. 

In (len geonietrischi'n Untersnehungen des V. Abschnittes ist 
die Ebene, in denen des VII. der freie Raum als Constructionsfeld 
benutzt worden. Bei der durchgreifenden Analogie, welche die 
(it»f>metrie der Kugel mit der der Ebene bat, ist nun der Versucli 
gerechtfeiligt, auf der Kugel selbst, und ohne dass diesell)e auf 
andere Raumgebilde bezogen wird, Operationen durclizufiibren, 
welche den allgemein formalen Regeln des t;. 0 genügen. 

Sind A, bestimmte (von ihren (Jegenpunkten untei'scliit»- 

dene) Punkte einer Kugel, so werden wir unter der Differenz 
(/( — A) d(!n zwiscdien jI und ]} liegenden Ifegen .1 Ji eines llauj)t- 
kreises — den Versor A li — verstehen, seiner Grösse nach und 
insofern er in diesem Hauptkreise liegt; d. h.: wir werd en .1 B — 
6' 7^ setzen, wenn der Bogen VI) ebenso gross alsH7^ 
ist, und mit ilun gleichgerichtet, in demselbe’n Ilaupt- 
kreise liegt, während zwei Bogen, welche diesen beiden Bedin- 
gungen nicht gleichzeitig genügen, als ungleich angesehen werden. 

Zwischen zwei Punkten A, H eines llauptkreises gilit cs 2 Bogen, deren 
Sumirie den ganzen Umkreis 2;r ausniarht. Einer Festsetzung, weicher von 
diesen gemeint sei, bedarf cs so lange nicht, als der Bogen, dessen Anfangs- 
und Endpunkt immer bestimmt sein muss, luir als geometrisches Gebilde 
erscheint. Soll aber (ün solcher Bogen gemessen werden, so wird man die bei- 
den oder vielmehr die sämmtlichen Bogen, durch welche A, B in ihrem Ilaupt- 
kreisc verbunden werden können, von einander unterscheiden müssen. Dies 
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kann geschehen, indem man sich den positiven Sinn des Ilaufitkrcises gegeben 
denkt, in welchem seine Dogen gemessen werden. Bezeichnet jnan dann mit 
K den in diesem Sinne von A nach li führenden kleinsten Dogen , so wird der 
Bogen, welcher im umgekehrten Sinne von A zu B führt, als (n — 2?r) anzu- 
setzen sein, wie überhaupt der Bogen durch jene Festsetzung noch um Viel- 
fache von 'ln unbestimmt bleibt. 

Wir werden im Folgenden den [wsitiven Sinn eines llauptkreises überall, 
wo es dienlich ist, ohne weiteres als willkülirlich gegeben ansehen und ihn 
in den h'iguren durch angesetzte Pfeile bezeichnen. 

Der DegrifV einer DiU'crenz II — A setzt den der Summe 
voraus, nämlich 

(B-Ä)^A= ]i, 
oder in unserer Bezeichnung 

A n A- A = B, 

d. li. man addirt einen Bogen A B zu einem Punkte A, indem man 
letzteren auf seinem Haujtfkreise nach B, ajso nm den Bogen ^1 B 
verschieht. Erscliien dalier der Bogen A B zunäclist nur als der 
mathematische Ausdruck des Lagenverhilltnisses von A und />, so 
ist er in letzterer Gleichung ein Zeichen, welclies eine Operation, 
eine gewisse Verschiebung bezeichnet und kann daher sehr passend 
ein Versor genannt werden. 

Da die Differenz zweier Punkte kein neuer Punkt, sondeni ein 
davon ganz verschiedenes geometrisches Gebilde, ein .Versor ist, so 
leuchtet ein , dass zur vollständigen Definition des Additions- und 
Suhtractionshegrift'es von Punkten und Versoren noch weitere Con- 
ventionerr nöthig sind , welche uns. durch das Priucip der Perma- 
nenz an die Hand gegeben werden : 

So wird mau von der Gleichung: 

{C —JJ)A-{B-A) = {C — ^1), büa-ab = A ü 

ausgehend (s. Fig. IG), folgende Definition erhalten: 

Unter der Summe zweier Seiten eines sphärischen 
Dreieckes versteht man die dritte Seite, oder genauer: 
Wenn man mit B den einen Durchschnitt der llauijJb- 
k reise zweier Bogen «, bezeichnet und n = AB,ß= BC 
macht, so ist 

ß a ^BC + Ä B = AC 

dem A und 6' verbindenden Hauptkreisbogen gleich. 
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Unter « -+- pf wird iiiiin diinn einen Bogen zu verstehen lialten, 
den man erhält, wenn man ß = CB, ct = BÄ setzt; dann ist: 
a Ä ß = BÄ + CB = C Ä 

ein Bogen, der dem A 0 zwar an , 
absoluter Grösse gleich ist, aber 
mit ihm im Allgemeinen nicht in 
einem und demselben Hanptkreise 
liegt und daher von ihm als ver- 
schieden angesehen werden muss. 
Die Commutativität findet 
somit bei dieser Addition 
nicht statt. 

Es kann also auch keine mit ihr verbundene Multiplication gehen (s. §. 7) 
und es wäre dalier der Name der .\ddition für vorstehende Thesis im Grunde 
nicht zulässig, ln der That werden wir in §. 51 u. tf. sehen, dass ilie hier als 
Addition bezeichnetc Operation wesentlich eine Multiplication ist. Indess wol- 
len wir für diese Zusammensetzung der Bogen bei der Analogie, die sie mit 
der Addition der Strecken hat, diesen Namen einstweilen beibehalten und sie 
zum Unterschiede als sphärische Addition bezeichnen. 

Die Figur A C’-t' C heisst nach Guukrmann (Lehrb. d. nied. Sphärik 1H35, 
§.78 , 83) ein sphärisches l’arallelogramm, und die gleichen Seiten 
A C\ C A' parallel. In diesem Sinne wird man sagen müssen, dass, anders 
wie bei Strecken, zwei Versoren als einander nicht gleich anzusehen sind, 
wenn sie auch gleich an Gröäse und ])arallcl sind. 

Nur im Falle, tlas.s «, ß Versoren desselben Hauptkreises siml, 
ist die Addition, welche sich dann auf die gtiwöhidiche arithmetische 
Addition reducirt, commutativ. Sind a, ß (Quadranten*), so liegt 
CA' mit A C in demselben Hanptkreise, aber in entgegengetztem 
Sinne , so d<t.s.s (« + ß) = — (ß-\- «). 

Die Subtraction zweier Versoren ergibt sich mit Rücksicht auf 
diis allgemeine Gesetz, dass ein Versor sein Zeichen wechselt, wenn 
seine beiden Glieder vertaustdit worden, denn wenn a — JiÄ, 
ß — JS C (Fig. U5), so ist 

a — ß= BÄ — BC = ]iÄ Ä = C'.-l'. 

_ -f- « = _ C]i Ä A B = B C A- AB = A C. 




*) „Qnadrautal“ oder „Right Versors“’ nach Hamilton. 
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§. 47. 

Addition von Haiiptkreisen auf der Kugel. 



In der S])liärik gehen ül)erall zwei Reihen von Sätzen neben- 
einander lier, von denen sicli die eine auf Ihiuptki-eise und ihre 
Dnrehschnittsimnkte bezieht, die andere anfl’mikte der Kugel und 
die sie verbindenden IIau])tkreise. Man erhält l)ekanntlieh je zwei 
.solche in dualer Reziehung stehende Sätze aus einander, indem 
man die llauptkreise durch ihre Pole, die Punkte durch ihre Aequa- 
toren, denen sie als Pole cntsjirechen, ersetzt. 



Soll aber die liezieliung eine eindeutige sein, bei welcher jedem Kreise 
nur Kin Fol entspricht, ebenso wie jedem F<de nur Kin Kreis, so muss man 
jedem Ilnuptkreise einen bestimmten (übrigens willkürlichen) jmsitiven Sinn 
beilegen und ihn in der dnnlen Figur nur durch einen Fol, den jiositiven, 
ersetzen, den wir dadurch bestimmen wollen, dass von ihm aus einem auf der 
Kugel stelu'iidon Beobachter jener j)ositive Drehungssinn des Hauptkreises von 
links nach rechts, wie der Zeiger der L’hr gehend, erscheinen soll. Misst man 

dann in demselben Sinne den Winkel n b der 
jwsitiven Richtungen zweier Hauptkreise 
a, b, so ist derselbe gleich dem Bogen A ü. 
welchen die positiven Pole .1 und li dieser 
Hauptkreise mit einander bilden (Fig. 17). 
Soll jener Winkel n h bis auf Vielfache des 
Umkreises 2rr numerisch bestimmt sein, so 
muss derjenige .Durchschnittsimnkt C diw 
beiden Hauptkreise ab angegeben werden, 
au welchem der betreffende Winkel gemwsen 
werden soll; dann ist dieser numerisch 
gleich dem Bogen .1 li, wenn der positive Sinn des Hauptkreises .1 li so 
bestimmt wird, dass jener angegebene Durchschnitt sein jiositiver Fol ist. 




Als Differenz zweier Ilauptkreise a, b erscheint ihr Winkel ab. 
Construirt man nun die zu Fig. Ui duale Figur, st» hat man unten- 
der sphärischen Summe zweier Winkel ic -f- a/» 
den Winkel n c zu verstehen. Nimmt man 
den Sinn der Seiten eines si)härischen Drei- 
etikcs in der Fig. -18 angedeuteten Weise an, 
so heisst dies: der Anssenwinkel eines 
sphärischen Dreieckes ist die sphä- 
rische Summe der beiden gegenüherl iegenden i nneren 
Winkel desselben. 
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§.48. 

Addition von Punkten finf der Kngel. 

Wir sind in §. 46 von Pinikten auf der Kugel ausgegangen und 
liabeji ilire Dift'erenz als einen Versor kennen gelernt, dabei jedoch 
die .Addition der Punkte selbst noch niclit definirt. Uni nun auch 
diese zu erledigen, bedarf es einer neuen Festsetzung. Wollte man 
bei der Bedeutung der Summe zweier Punkte, wie sie in §. 38 ge- 
geben ist, stehen bleiben, so würde man zu einer anderen Definition 
der Gleichheit von Veivsoren gelangen, als sie S. 157 angegeben 
wurde. Um mit Obigem nicht in Widerspruch zu treten, werden wir 
ein anderes Verfahren einschlagen, und zwar Punkte und Yersoren 
homogen machen. Wir setzen nämlich fest, dass ein Punkt ü 
einem Quadrantal versor MN gleich ist, der auf seinem 
Aequator liegt, so dass von C aus der Bogen MN= + irr 
nach Festsetzung einer für alle Punkte der Kugel übereinstimmen- 
den positiven Drehungsrichtung, und also C der po.sitivc Pol des 
Bogens M N ist : 

6'=iV— il/ (1) 

und dass man P unkte addirt, indem man ihreQuadran- 
talversoren addirt. 

Wir werden, wie schon bemerkt, um die Anschauung zu fixiren, im Fol- 
genden die Drehung um den Pol 6’ immer positiv nennen, wenn sie für einen 
in C auf der äusseren Seite der Kugel stehenden Beobachter von links nach 
rechts erscheint, oder, wie man dasselbe ausdrücken kann, wenn sie im Sinne 
des Zeigers einer Uhr geschieht, welche mit dem Zifferblatte nach aussen auf 
den Punkt ü gelegt wird. 

Soll jene Festsetzung über die Bedeutimg eines Punktes als 
Quadrantalversor zulässig sein , so muss gezeigt werden , dass sic 
mit Hilfe des obigen Additionsbegriffes der Versoren nothwendig 
auf die obige Bedeutung von B — A als Versor A B zurückführt, 
ln der Tl\at sei (Fig. 19) B = E B, A = E C, wo E D, E C Qua- 
dranten auf den Aequatoren von B, A sind, deren Durchschnitt 
E ist. Dann geben vorstehende Regeln r 

AB = B~A^ED — EC=EDA- 0 E = C D. 

Es ist aber in der That A B = 0 D\ denn es hegen C und D 
auf dem llauptkreisc A B, und bestimmt man den Sinn des 

Hankel, cotnplexe Zahlen. 11 
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Hiuiptkreises yi H so , da.ss K sein positiver Pol ist , so hat man 
(JA = + !^ also CD ^ CA A-AB+ /^D = A D. 

Fenier sieht man. dass 
I,b‘—A) a- A= B.- 

In der Tliat ist unter den eben 
gemachten Annahmen A B — 
CD, A = ¥> C-, also 

{B — A) + .1 = A B A- A = 

1!>- c D A-'E C = ED = D. 

Dem Gegenjninkte. A' von ..1 entsjnächt offenlnir ein \ersor, 
welcher dem von A entgegengesetzt ist, so dass 

A A' = 0, A — A (2) 

gesetzt werden muss. Ks kann dalier jede Summe von Punkten, 
wenn man ihre Gegeiijnmkte einführt, sofoil in eine Ditlerenz ver- 
wandelt werden; es ist nämlich 

BA-A = B — ä = A'B = {ABA- A' A) ^ADA-n, (3) 

wenn hier unter n , wie leicht vei-ständlich , der halbe Umfang des 
Hauptkreises A B verstanden wird. Verta tischt man B mit A, so 
findet man 

A A- B = DA A- n- 

Da aber statt A~ if ohne Weiteres vermöge der Vieldeutigkeit der 
Dogen um Vielfache von 2jt, — n geschrieben werden kann, so ist 

AA-B = — {7cA-A B) = -{B A- A). 

Die Summe zweier Punkte ist also im Allgemeinen ein Versor, wel- 
cber nicht einem Quadranten, also nicht einem Punkte gleich ist, 
und ändeii ihr Zeichen, wenn man die Sum- 
manden mit einander vertauscht. 

Sind Ji, Ji, Ja drei Punkte einer Kugel 
(Fig. 20)v so dass die Bogen Ja, Ja Ja, Ja J\ 
Quadi’aiiten sind, deren positive Pole resp. 
Ja , J\ , Ja sind, so hat man J\A- Ja — Ja 'h 
= = J, Ja, d. h. einem in dem Hauptkreise 
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f/, licffendeii Quadranten gleich, der durch den Pol desselben 
vertreten werden kann , so dass 

Jl "l" '^2 1 Ji e^3 "I" <A ~ 

J.2 *+• 5 "l" ’^2 ~ > J\ "I" '^3 “ 

WO X', ,/s' die Geg(ui])nncte von bezeichnen. Unter 

./, + ./, , welches sich nach obiger Grnndfonuel (3) ^ /r ergibt, hat 
man einen V^rsor zu verstehen, welcher in einem durch ,/, gehenden 
Hanptkreise um ?c dreht, ebenso unter + J.^ und 

J\ "I“ J\ = /r , -f- J-i 7t , Ji “I“ = 7f (5) 

Ks ist sclir leiclit. das associative PriiRij) bei der Addition .solcber Qua- 
drantalversoren im spcciellen zu erweisen. Man hat 

{Jl + Jj^ + J» = Ja ■¥ J» == ^ I J\ 4 - {Ji + Ja) — Jl + Jl — , 




woraus 



J\ + Ji Ja — 7t 



hervorgeht, indem unter diesem u nidits anderes als eine Dreliung um einen 
Halbkreis zu verstehen ist. Ferner hat man 



’ ■ Jl + (>/i + Ji) — J\ + Ja — Ji 

(./i + Ji) + ./j = TT + Ji = Ji 

also 

./, + ./, + ./ä = ./s . 

Weiter ist 

J\ + {Ji + -^i) — J\ Ja = J\ + ,/a + ?» = Ji -i- n ~ Ji 

(Jl + Ji) 4- Jl — Ja + Jl — Ji 



also 



Jl 4 " Ji 4 " Jl = Ji^ 



und ebenso tindct man : 

Jl 4 * Ji 4 * Ji Jl • 



Da man aus diesen (tleichungen durch Vertauschung der Indices alle ande- 
ren, das associative Princij) darstellenden ableiten kann, so ist es damit fUr 
drei Punkte der Kugel in der angegebenen Lage vollständig erwiesen. 

Es leucbtet ein, dass im Vorstehenden eine DiÖ'ercnz zweier 
Pimktc {B — A) im Grunde eine dopjjelte Bedetitung hat. Einmal 
driickt sie den Bogen A B, seiner Lage und Grö.sse nach, an sich 
als geometrisches Object aus , andererseits aber kann A B als ein 
üperator, ein Versor ange,sehen werden, welcher auf einen anderen 
' Bügen B C angewandt, d. h. zti ihm addirt, ihn in bestimmter 
Weise dreht und verändert, so dass B C + A B — AC, also ein 
neuer Bogen erzeugt wird. Auch in der (Tleiclumg A B = B 

tritt diese Tendenz deutlich zu Tage. Ein Punkt selbst bat eben- 

u* 
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IX. (Jeoniotrisdie Darstflliiiijr <lcr Quaternioiieii. 



falls eine zwiefache lledeutung; einmal drückt er den Punkt seiner 
Lage nach aus, das andere mal, als Quadrantalversdr, zeigt er die 
Tendenz einer Drehung in seinem Aeijuatoi’ an, welche nui' dann 
zu voller Wirkung kommt, wenn er mit einem auf diesem liegenden 
Punkte J.j verbunden wiril, wo dann jene Drehung diesen Punkt 
./» in f /3 überführt; <lenn es ist + ./^ = So sind voi-stehende 
Formeln noch einer neuen Auffassung und Frklärung fähig. Vergl. 
auch §. 52. 

41». 

Da.s associative Priiicip hei der Addition von Versoren. 



Soll die sphärische .\ddition im Sinne des §. 4 eine Thesis sein, 
so muss für irgend drei Bogen a, ß, y das a.s.sociative Priucij) 

(« + /^) + y = « + (/^ + y) . 

gelten. 



Es sei II (Fig. 21) der Purchschintt der Kreise dann niaehe man 
y A B , ß ~ U C und erhält so ß A- y — B C + .>1 B-— ^1 C. Ist K der 

Durchschnitt von A C mit 
dem Kreise «, so mache man 
A V— DE, « = EF, so ist 
« + + j'l — E F ■Ar A C 

= E F A- DE = D F. An- 
dererseits sei II der Durch- 
schnitt von n mit ß und man 
mache u — II I, ß = G B, 
so ist « + “= // / -4- ff II 
= G I, und wenn L der 
Durchscluiitt von y mit G I 
ist, so setze man y — K L, 
G I Lt M, also (n -1- -F y 
= ff /-F KL=^LMJr KL 
— KM. Das associative l’rin- 
Fig. 21. ' rip verlangt dann, dass /tF' 

= K M, also die Bogen D F, 
K M auf demselben Hauptkreise liegen und von derselben Grösse sein sollen. 
Es leuchtet ein, tlass dieser Satz geometrisch so gefasst werden kann: 

Wenn die erste, dritte, filiifte Seite A'L, GH, ED eines sphärischen 
Sechsecks K LG H E D bei jiassender Verschiebung in ihren Ilauptkrcisen 
ein sphärisclies Dreieck A /fff bilden, so können auch die zweite, vierte, 
sechste Seite LG, H E, D K durch Verschiebung zu einem Dreieck .1/ / F 
zusammengesetzt wei'den. 
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§. 1!). Das associativc l’riiidp bei der Additiuii von Versoreu. 105 

Diesen Satz hat iiuii Hamilton einuial mit Hilfe von Sätzen über sphä- 
rische Kegelschnitte, dann aber auch durch complicirte Iletrai^htuugen und 
aus der Kugel selbst heraustretende Constructionen erwiesen, welche, obgleich 
den Kleraenten angehürend, auf weit hergeholten Argumentim beruhen und 
sich sonderbar genug bei dem lleweise eines fundamentalen sphärischen Theo- 
rems ausnehmeu (s. Lectures von S. 277 au). Später hat er selbst die Con- 
structionen unangemessen gefunden (s. Elements von S. 2S6 an) und einen 
selbstständigen Beweis des associativen Principes durch eine andere Anord- 
nung der Sätze der Quatendonentheorie (s. Anmerkung zu §. .'>4) überflüssig 
gemacht. Aber auch so wird der vorstehende rein sphärische Satz durch Con- 
structionen ausserhalb der Kugel erwiesen, und die Eleganz der Entwickelung 
wesentlich beeinträchtigt. Es hat aber Möiiius tBer. d. Sächs. Gesellsch. d. 
ArViss., 'Leipzig IKöl). S. D18) einen Beweis des associativen Princiiies gegeben, der 
durchaus sachgemäss und einfach ist, und auf folgenden Betrachtungen beruht; 

Es seien (Fig. 22) um einen und denselben Mittelpimkt 0 zwei 
gleicbe Kugeln F ABGll und PQ be.schrieben, vun denen die eine 
FA B(r II fest, die andere PQ innerhalb derselben drehbar ist. Auf 
der ersten seien auf einem Ilauptkreise sich in gleichen Intervallen 

folgende Punkte FA B Cr H gegeben, auf der zweiten zwei Punkte 

Q, welche zunächst mit 
A /f zusammenfallen (s.Fig.a). 
Dreht man jetzt die beweg- 
liche Kugel um 0 A tils 
Durchmesser durch einen 
Ilidbkreis, so kommt Q -mit 
F zur Cüiueidenz (s. Fig. b.). 
Dreht imin die bewegliche Kugel aus dieser neuen Lage um die Axe 
O B durch einen Halbkreis, so kommt (s. Fig. c.) Q mit H, P mit G 
zur Coincidenz. In dieser Faidlage ist aber P Q gegen seine An- 
fangslage um einen Dogen A (/ = 2 . A B auf seinem Ilauptkreise 
versclioben, und wir können die neue Lage der Punkte P, Q, wie 
sie durch die beiden Drehungen um A und B, die wir durch [2^1], 
[2B\ bezeichnen, hervorgebracht ist, auch mittels einer Drehung 
durch den Winkel 2 . A B um die Axe dieses Hauptkreisos A B 
erzeugen. Da alter die Lage einer um ihren Mittelpunkt drehbaren 
Kugcl'durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt ist, so kann 
das Resultat [2i?j -p [2^1] der successiven Drehungen um \2A\ und 
[2ß], vollkommen dui-ch jene einzige Drehung um die Axe von AB, 
die wir mit [2 . A B\ bezeichnen, ei-setzt werden, so dass 



ir;' 









\ 






0 FjO 
c 



Fig. 22. 



Digitized by Google 




lH(i IX. Geonietrisclie Darstellung der QiuUeniionen, 

[2ß] + [2.1] = [2.v1 /J] 

gescliriebi'ii werden kiuiii. Ebenso erliült man, aus was für einer 
Lage man auch die Drehung beginnen mag : 

[2C] + [2i^] = [2.i^C’] 

und daher 

[2C\ + [2B] + [>B] + [2D| = {i.B C'] + [2 . yl B] 
wo immer die Drehung, welche in einer Hnmme rechts steht, früher 
als die weiter links stelnmde vorzunehmen ist. Nun beachte man, 
dass die zweimalige Drehung um die Axe O B durch einen Halb- 
kreis die Punkte wieder an ihren alten Platz zurückbringt, uitddaher 
[2C]-h[2H] = [2.i^f;]-H{2.H/?] 

ist, oder da 

[2('] + [2H] = [2..1t-], 

auch : 

(2 .AÜ] = [2 . B 6'] -P [2 . B] 

d. h. welches auch die anfängliche. Lage der um ihren 
Mittelpunkt drehbaren Kugel sein mag, immer wird das 
Resultat der sucjcossiven Drehungen durch die dop- 
pelten Seiten [2 ...I B\ und \2.BV] eines sjDiäri sehen Drei- 
ecks im Resultate einer Drehung um die doppelte 
dritte Seite [2. .4 C] äquivalent sein. 

Immer also, w'enn zwischen drei Versoren n,u, i die Gleichung 
/t (f — 

im Sinne des §. 4ü besteht, wird in Bezug auf die Drehungen: 

[27t] + [2o] = [2 t]. 

Aus der Bemerkung, dass jene Aetjuivalenz der Drehungen 
unabhängig von der Anfangslage ist, geht nun sofoi't die Associati- 
vität bei der Addition von Drehungen hervor: denn wendet man auf 
irgend eine Anfangslage zunächst die Drehung \2y\ , dann die [2/^], 
dami die [2a] an, so ist dies 

1) dasselbe, als ob man zuerst die Drehungen [2y], und |2/^] 
in die eine : 

m + [ 2 /] = [2d] 

zusammengesetzt, und schliesslich noch die Drehung [2a] vorge- 
nommen hätte. Das Resultat der ganzen Drehung kann dann in 
die eine 
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[■2a]+{->d\==m 

vereinigt werden. Jene erste (ileiehung alter verlangt, dass/^ + y—d, 
letztere, (hiss « + d = C, so dass 

^ -h (ii.+ y)^C 

2) Fasst man andereiNeits die siiecessiven Drehungen [2,y] und 
[2ct\ in die eine 

[2«] + [2^] = [2ij . 

zusammen, und wendet die.se Drehung an, uaelidem man um [2y] 
gedreht hat, so kann das Resultat 

[2^] + [2y] = [2iJ 

gesetzt werden. Gleichzeitig ist dann a + ß =•« und t y — tj 
also : 

(« + /^) + 2 = V 

Nun ist aber das Resultat beider Drehungen dasselbe, also 

[‘4J = 

.\us dieser Gleichung kann nun zunächst abgeleitet werden, 
dass ^ und Versoren eines und desselben Ihmptkreises sind, welche 
doppelt genommen einander gleich sind. Diese Versoren Z, sind 
daher entweder einander gleich (um ganze Umkrei.se verschieden) 
oder um einen Halbkreis verschieden. Letzteres ist nicht möglich; 
denn lässt man «, ß., y sich stetig ändeni, so ändern sich auch, L, t] 
stetig, und da diese beiden Versoren unzweifelhaft zusanimenfallen, 
wenn einer der Bogen a, ß, y unendlich abnimmt, so sind sie all- 
gemein nicht um n vei’schieden , sondern einander gleich, also 

(u + ß) + y — rj = Z = + '/)■ 

§. 50. 

(Teometrisch-phorononii.sche Sätze. 

Nachdem das associative Princip bei der Addition von Versoren 
nachgewiesen ist, sind jetzt die ohne Voraussetzung der Coinmuta- 
tivität abgeleiteten Gleichungen (1) his (16) des i^. 6 ohne weiteres 
anwendbar. 

So hat man, wenn Ai, Hg, . . . beliebige Punkte der Kugel sind, 
und H, Hg, . . . deren verbindende Bogen mit Rücksicht auf Länge 
und Lage bedeuten, aus der Gleichung: 
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vlg yij -|- d| «'Ij = ylj A3 

mit Hilfe des Zeichens 0 fiir den Modul der Addition (s. (7) in 6) 
die andere: 

A3 A, + A3 /I3 + Ai A3 = 0 , 

6dor allgemeiner 

A„ Al + yl„_i + . . . + A3 A3 + Al A3 — 0 
d. h. di e sphärische Summe der Seiten ei nes sphärischen 
F*olygons ist der Null gleich. 

Versteht man unter , 03 , ... Hauptkreisc, so erhält man aus 
der dualen Gleichung: 

«3 öl + «2 "3 + «1 "2 = G 

den Satz: die sphärische Summe der drei Winkel eines 
sphärischen Dreiecks ist Null. Bekanntlich ist hei einem 
ebenen Dreieck die arithmetische Summe der Winkel Null. 

Ks ist von grossem Interesse eine häufig voi konimende Com- 
bination von Versoren 

n li — (t 

in ihrem Re.sult.it zu betrachten. Es sei (Fig. 2 ;i) n = CA, ß = H C, 
so-tst a A- ß = ('A + liC= 1^ A. Dann mache man A K= B A, 
A n = K und hat dann: 



n A~ ß — « ■= B A — a = AE 
4' 




Fig. 23. 

müssen nach bekannten Sätzen 



-AD^ A K + 1>A = DE= y 
Der Versor y macht mit den- 
selben Winkel , als der ihm an 

5' 

Länge gleiche ß, ist aber ent- 
lang « um den Bogen 2« ver- 
schoben. Um dies Verhältniss 
klar herauszustellen, construi- 
ren wir die Pole Ä, If, iJ 
der Kreise a, ß, y, weil die 
Winkel, welche ß, y mit « bil- 
den, einander ^gleich sind, so 
luch die Bogen B' Ä und 6” A' als 



die jenen Winkeln jiolar entsprechenden, einander gleich sein, also 



H C auf einem (im Allgemeinen nicht grössten) Kreise der Kugel 



liegen, dessen Pol A' ist. Um den Bogen ß mit seinem Pole B' in 



den Bogen y mit seinem Pole C überzuführen, muss man das 
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System von ß und // nm den Winkel 2a entlang a verschieben, 
oder um den Winkel 2u um A' drehen: der Versor 

y = a ß — « 

wird daher aus/ti hei einer Drehung durch den Winkel 
2a um die Axe von a erhalten. 

Es ist liienach die an ß ausziduhrende Drehung keine andere, 
als die, welche wir im vorigen durch \2u\ hezeiclinet haben. Um 
den Satz von der Zusammensetzung der Drehungen (S. ItiO) jetzt 
analytisch darzustellcn, erinnere inan sich, dass ohne Ctmimutation, 
nach (Ui) des'§. ü 

— {ßA-a)=— a~ß, 

also nach dem associativcn Pnncipe: 

(/5f + «) + d — (/^ + «) = + (a + d — «) — ß 

d. h.: das Resultat der successiveu Drehungen irgend eines Vei-sors 
um (2n] und ist gleich der um [2y], wenn y — ß a. 

Es lässt der Satz von der Zusammensetzung der Drehungen 
noch einen anderen Ausdruck zu. Sei nämlich (Fig. 24) 2a == A H, 
2ß = Ji 6', und A B, li IJ iw D, E halbirt, so ist 
n = 1) B, ß = B E und ß ß- u = B E + BB — 
1) E und daher: [2 ,BE]ß- [2. D B\= [2 . 1) E], 
oder [ß ü] + [A B] — [2 . 1)E]. Also: die suc- 
cessiven Rotationen [A B\, [B C\ durch 
zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks 
sind ä(|uivalent einer Rotation \2 . D E\ 
durch das doppelte des Rogens, welcher 
die Mitten jener Seiten verbindet, wobei man sich immer 
zu erinnern hat, dass eine Rotation durch einen Rogen eine Rotation 
nm seinen positiven Pol und einen dem Rogen gleichen Winkel be- 
zeichnet. 

Es erhebt sich jetzt weiter die Frage, was das Resultat der 
Rotationen durch die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks A B C 
(und nicht wie oben diircb die doppelten Seiten) sei. Um sie zu 
beantworten, bemerken wir zunächst, dass die Lage einer sphäri- 
schen Figur durch einen Punkt und die Richtung einer durch den- 
selben gehenden, mit der Figur unabänderlich verbundenen Geraden 
vollständig bestimmt wird. 







Fig. 24. 
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Denken wir uns nun mit einer Kigur, welche jenen Rotationen 
durch die drei Seiten A B, BC, CA unterwoi-leu werden soll, einen 
l’nnkt fest verbunden, der zunächst mit A zusammenfällt, so wird 
derselbe während der Rotationen die Seiten A B, B C, CA durch- 
laufen, also scldiesslich zu A zurückgekehrt sein. Das ResulUtt- 
jener drei Rotationen wird daher durch eine einfache Rotation um’ 
yl als Pol ersetzt werden können. Um deren (Irösse zn finden, 

denke man sich die Tangente 
a (Fig. 25) an den Kreis A B 
in A gelegt; diese wird hei 
döi' ersten Rotation durch 
A B nach B vei-schobeu, und 
heisse in dieser Lage v, durch 
die zweite Rotation gedangt 
sie nach V und macht dabei 
denselben Winkel mit n als 
in /jf, .so dass, wenn man ihre 
neue Lage mit w bezeichnet, 
lo a— V n — ca. Der Win- 
kel mit h ist dann = 
ir rt -|- a A = r a ab und 
somit to h = c « -f- a h. Wird jetzt die Rotation durch C A vor- 
genommen, so gelangt u- nach a:, indem x dabei in A denselben 
Winkel mit h macht, wie ic in C'; so dass xh = wb = ca -f- ah. 
Die Lagendifferenz von u und x wird daher durch ux = ub bx 
= n b — (c a a b) ausgediückt ; und da ub = cb = — A c, 
so hat man 




Fig. 2ö. 



ux — — (a Ä -p c -f- c a). 

Bezoiclinet man die inneren Winkel des Dreiecks im gewöhn- 
lichen Sinne mit A , B, G, und rechnet die Winkel auf der Kugel 
im Sinne A B C positiv, so hat man ab = n — C^'b c = n — A, 
ca = Yt — B, und also 

ux = A B C — Tc 

dem sj)härischen Excess, oder der Fläche des sphärischen Drei- 
eckes gleich, und damit den schönen Satz: 

Die successiven Rotationen um die Seiten A B, BC, 
CA eines sphärischen Dreieckes sind äquivalent einer 
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einfachen Rotation uni den Pol und einen Winkel, 
welcher der Fläche des sphärischen Dreieckes J /I C 
gleich ist, oder in Zeichen 

[ÜA] + [5 C] + [A Ji] == [2t, i], 

wo w ein \"ei-sor mit dem Winkel 1 (A + JJ C — /f) tlcm 
Pole A ist. 

Hieraus lässt sich eine weitere Folgerung ziehen; sind näm- 
lich 2« = Ali, 2ß= H 6', '2y = CA jene Yersoren, so drückt die 
Formel: 

/' + {/Tf + (« + e — ct) — ß} — ^ + /tf + «) + £ — (y + ß + n) 

die successiven Rotationen des 6 um [2«], [2/^], [2;’] aus, deren Re- 
sultat durch [2dJ dargestellt werden kann, wo y + ß n = d- 
Nim ist aber nach vorstehendem Satze dieses Resultat [2t)j ~ [2t«] 
und daher w = d = y + + «, oder: die sphärische Summe 

der halben Seiten eines sphärischen Dreieckes 

iCA + i/iC+ lAB, 

gleich einem Versor, dessen Pol die erste Picke H, und 
dessen Winkel der halben PHäche des sphärischen 
Dreieckes A B V gleich ist. 

Man bemerkt, dass die Multiplication oder Division mit ganzen Zahlen in 
einer Gleichung zwischen Yersoren im Allgemeinen nicht gestattet ist. Denn 
w'ahrend 2y 2/1 -f 2« — 0 ist, so wird y + ß + k — i„. Ks steht dies da- 
mit im Zu.sammenhange, dass die Addition nicht coramutativ ist, also im 
Allgemeinen (y + ß + «) {y 4. nicht auf (2p 4- 2/1 + 2«) reducirt 

werden kann. — ^ • 

Nach dem Satze S. IGD gibt die Verbindung eines Quadrantal- 
versors (Punktes) I> mit einem Versor «, ( /> -|- « — /)) eine Drehung 
[2/>J, d. h. aber eine Drehung um den Punkt J> und durch seinen 

doppelten Winkel , nämlich einen Halb- 
kreis. Ist (P'ig. 2(i) a — AG, so wird 
/.>-!-« — 1> = B H, wo 1) die Mittt> 
von A B und die Winkel G A D und 
H li D einander gleich sind. P^s wird 
daher (Z> -|- a — D) aus a erzeugt 
werden können durch eine Verschiebung entlang A B und eine 
schliessliche Umkehrung seiner Richtung; und es unterscheidet 
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sicli der Hogen, welcher durch eine an u voigenoinmene Dreluing 
[A Ii\ aus u erzeugt wiid, von dem durch {"iO] erhaltenen, nur 
durch die cutgcgengesotzte Kichtung. 

Sind jetzt (Fig. 27) D E /'’die Mitten der Seiten eines spliäi i- 
schen Dreiecks A li ü, und denkt man sich einen Bogen n, dessen 
einer Endpunkt zunächst in A liegt, den drei 
Rotationen durch die Seiten [.1 B], [B C], [CA] 
unterworfen, so wird er am Ende wieder mit 
demselben Endj)iinkte in A angelangt sein und 
das Resultat durch («> + « — tu) — ß aus- 
gedriickt werden können, wo m einen Winkel von 
der Grösse (.1 -f- + 0 — ü) bezeichnet, 

dessen Pol A ist. 




Fig. 27. 



Denkt man sich ferner 

-f- \E ■+• {B + « — D) — E\ — E — ß' 
gebildet, so erleidet dabei o dieselheu Drehungen, dreht sich aber 
überdem in jeder Ecke nocli einmal, im Ganzen also dreimal, 
und es wird daher ß! die entgegengesetzte Lage als vorhin ß ein- 
nehmen. Es ist mm voi-stehendor Ausdrut’k idtuitisch 

= {F + E + D) + u-{E + I) + E) = ß\ 
und bezeichnet man den noch unbekannten VersorF’d- 7? + I) — iü\ 
so ist 10 ß- a — to = ß^ neben w •+- « — lo — ß und [2e/J = 
[2w] -|- [Ö7/]; es stellt somit to' einen Versor vor, dessen Pol A ist, 
und dessen doppelter Winkel dem doppelten Winkel von to ver- 
mehrt um ä/v, d. h. gleich A ß- B ß- C -|- '2tc ist, so dass der 
Winkel des Versor to = ^ -p B ß- C) ß- tv. Man hat somit 

folgenden höchst werthvollen Satz : 

Die Summe dreier Punkte {F ß- E ß- D), welche nicht 
in einem Hauptkreise liegen, ist ein Versor, dessen Pol die 
Ecke A und dessen Winkel, | (^1 -p -p V) -p /r, die Hälfte 
der Winkelsumme eines um DEF beschriebenen Drei- 
ecks yl 77 C ist, dessen Seiten^ 77, 7? C, CA in jenen Punk- 
ten gehälftet werden. 

Die Summe {F ß- E ß- D) kann noch auf eine ganz andere 
Weise geometrisch dargestellt werden. Beschreibt man nämlich 
(Fig. 28) um D als Pol einen Hauptkreis und uimmt auf ihm den 
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§.50. (iconietrisdi-phoronomische Sätze. 173 

Quadranten K L, so ist D == K L. Macht inan mm F — A' == 
E F -= L M, so ist (/'’—£) + = A M + A' A = K M. Nun 

ist nach (3) auf S. 102, F— E = 
F + E-\- n, also F E D = 
A'J/+zr. Diese directe Construction 
' von M kann nun mit vorstehender 
verglichen werden, und lelirt, dass 
der Pol dieses Versors (A' M + n) der 
Punkt A jenes um 1) E F beschne- 
beuen - Dreiecks ABC ist, und 
{KM + 7i) au Grösse 

— \ E A- G) A- n, 

• so dass also 

KM =h_{^ + E A- C) 
oder, wenn N den Durchschnitt von 

7v'.l/ mit AA> bedeutet, wo A'A' = NM= \{A-{-E-\-C — n). 

Mau erhält hieraus, wenn mau beachtet, dass A A = ” == 
also A K = D Ay folgenden Satz : 

Ilalhirt man die Seiten AE, EC, CA eines sphärischen Drei- 
ecks in 1), E, F, legt durch AA eineu Kreis, welcher die verlän- 
geitc Seite A B in A schneidet, und construirt ein hei A’’ redit- 
winkliges Dreieck A NM mit A M — E F als Hypotenuse, so wird 
die eine Kathete LN = DA, die andere NM aber ist,das Maass 
für den halben Flächeninhalt des Dreieckes ylA 6'. 




Diese interessante Construction des flächeninlialtes ist von Gudermann 
(Ja'hrb. d. niederen Sidiärik, 1835. §. lOö) zuerst gegeben und auf elementarem 
Wege erwiesen worden. Von dieser geht IIamh.ton (Lect.on Quatern. S. 218 u. fl'.) 
aus , um die zuuäclist als Bogen K M dargestellte Summe (F A + D) zu 
deuten. Weniger saebgemäss ist die in den Klein, of Quatern. S. 331 u. ff. 
gegebene analytische Ableitung. — 

Ks lassen sieh an vorstehende Sätze noch zahlreiche und für die Sphärik 
wichtige Bemerkungen knüpfen; wir beschränken uns auf die vorstehenden, 
die schon genügend die Fruchtharkeit und Angemessenheit des Additions- 
begriffes von Bogen dargethan haben werden Um kurz zu sein, habe ich darauf 
verzichtet, allen vorstehenden Sätzen die allgemeinste, sich auf Bogen jeder 
Grösse und jeder gegenseitigen Lage beziehende Form zu geben, 'deren Dar- 
stellung dem Leser überlassen bleiben mag. 
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IX. (jooniotrische l)arstelli\ng der Qiiaternionmi. 



§.51. 

Die Miiltiplication und Division von Einheitsvectoren. 

Die in den vorstehenden- §§. gelelnie Verknüpfung von Punk- 
ten A, ]} . . . und Dogen AB,... einer Kugel kann ancli, wenn 
wir von der Kugel auf den Raum übergehen, als eine solche der 
Strecken 0 A, OB... und der Vei*soren A 0 B, . . . angeselum 
werden , welche durch Verbindung der Punkte der Kugel mit ihi em 
Mitteljmnkte 0 entstehen. Als eine Addition der Strecken 0 A, 
OB,... und der Versoren A 0 B, . . . kann jene Verknüpfung, wie 
schon bemerkt, ihrer Incommutati\dtät wegen, im Sinne des §. 7 
nicht betraclitet werden. Ueb'erdem ist eine .\ddition von Strecken 
schon in §. 2U gegeben worden. Wir wferden die sj>härische Addi- 
tion des §. 40 und 48 jetzt als Multiplication bezeichnen, indem wir 
uns den Nachweis, dass sie zu jener Addition der Strecken in distri- 
butiver Deziehung steht, auf §. 54 Vorbehalten. 

Bezeichnen wir die nach den Punkten A, B, 0 . .. gerichteten 
Radien*) einer Kugel, deren Halbmesser die Eiidieit sei, durch 
die Buchstaben ct, , Äj , Cj . . . mit dem Index I , so werden wir also 
die sphärische Addition und Suhtraction der Punkte A, B, C ... 
durch eine Multiplication und Division der Strecken **) , /jj , ci . . . 

und den Modul 0 jener Addition durch den Modul 1 dieser Multi- 
plication ersetzen. Mit dieser veränderten Bezeichnung nehmen 
dann die Sätze der §. 40 und 48 folgende Gestalt an : 

Unter dem Quotienten zweier Radien ***), 
welchen wir mit «i bezeichnen, versteht man einen 
Vei sor, nämlich das Dreieck A 0 B (Fig, 29) 
seinem Winkel A 0 B und seiner Ebene nach, 
d. h. man wird 

b. = 

«1 C| 

setzen, wenn die gleichen Winkel AOB = COJJ in einer Ebene 
liegen. 




Fig. 29. 



*) „Unit vectors“, Einheitsvcctoren. 

**) Strecken nennt man nach Hamilton überhaupt „Vectoren“. 
***) „Radial“ oiier „Biradial“. 
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5L Die Multiplication und Division von Einlieitsvectoren. 17,") 



Um zwei Quotienten o, , ßi mit einander zn mnltipliciren, 
wird man: 

, «I — 

setzen, indem ä, den Radius bezeichnet, welclicr in dem Durch- 
schnitt ihrer Ebene liegt, und hat dann: 






. «1 = 



C, Ä, 

b, (ij 




also das Product zweier, ?inem neuen Quotienten dcrselhen Art 
gleich, so dass «i, ßi, eine' dreiseitige Ecke bilden. Es ist dann 
ßi . «, von «1 . ßi im .\llgemeinen verschieden. 

Einen Radius Cj wird man (nach (1) §. 48) einem Quotienten 
zweier Radien «j, »Hj, welche sich in einer zn Cj senkrechten Ebene 
betinden, und so auf einander .senkrecht stellen, dass M O N — | zr 
von Cj ans in der einmal festgesetzten Richtung (von links nach 
rechts) ersclieint, gleich setzen : *) 

«I 



Der Cj 

e, . c'i ^ 



entgegengesetzte Radius Cj' muss, da nach (2) in §.48 
= 1 sein soll: 




gesetzt werden, da Cj ■ — = 1 ist. Es kann daher jedes Product 

von Punkten sofort in einen (Quotienten verwandelt werden ; denn 
es ist (vergl. (ii) in §. 48): 

l «1 1 „j' • 



Sind /\ , 4, 4 drei Radien, so dass ,/j O J 3 von -/j , J 3 O ./, von J^, 
./j O von J 3 als ein positiver rechter Winkel erscheint, so ist nach 
(4) in §. 48: 

<1 '2 = 1 *2 '3 ~ *1 1 ^3 *1 — h 
h h — h 1 '3 ^2 = *1 * h '3 — '2 
wenn «V, 4 i 4’ 4i 4i 4 entgegengesetzten Radien sind, und es 
ist die associative Eigenschaft bei der Multiplication dei-selbeu in 
§. 48 nachgewiesen. 



* 



•) Es heisst r die ,.Axe“ des Quotienten, und letzterer selbst ein ;.Hight- 
Quotient". 
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IX. (ieomctrisclie Darstellung' der yuaternioiien. 



Dti aucJi in 4?. 4’J die allgemeine !i,ssociative Eigenschaft bei 
der Multiplication von (Quotienten: 

«1 (/^i 7\) = («1 ßi) Y\ 

enviosen ist, so gelten liir die Radien, und ihre (Quotienten alle 
Midtij)licationsregeIn (1) bis (13) des 4?. 7 oline Coinmutation. 

4j. 52. 

Die Qnateriiioiieii und ihre Mnltiplieation. 

Haben wir hier eine Multiplication und Division von Strecken, * 
welclie alle von der Längeneinlieit .sind, kennen gelei-nt, so kann 
daraus mit Leichtigkeit eine solche Operation für alle Strecken im 
Raume, die man sich nach S. 75 auch von einem einzigen Pnnkte 
0 ausgehend denken kann, hergeleitet werden, wenn man eine 
Strecke a allgemein durch 

ft = ü a, 

i * 

darstellt, wo der ihre Richtung angehende Einheits-Radius ist, 
und n eine reelle, positive oder negative Zahl, die Grosse, den 'l'en- 
sor der Strecke bezeichnet. Setzen wir dann fest, dass in jeder 
multi])licativen Verbindung diese Tensoren beliel)ig 
ihren Platz wechseln können, so wird ein Quotient zweier 
Strecken a = n (tj , Zi = b /'j 

ft 0 «I 

“ ~ T ~ T ■ 6,' 

aus zwei Factoren bestehen, deren ersten man den Tensor von «, 
letzteren aber den Versor nennt und 



setzt. Ein solcher (Quotient « hängt von dem Verhältniss der ab- 
soluten Längen beider Strecken, dem Tensor 0 A-.ü B, wenn 
man a = OA, !> = 0 ]{ setzt, sow'ie von dem Winkel AÜ B 
(dem Veisior) und dessen Ebene ab. Da die Lage der letzteren 
durch zwei Winkel bestimmt werden kann, so enthält ct im Gan- 
zen vier von einander un.abhängige Elemente, die in «, ß dieselben 
sein müssen, wenn a = ß sein soll, und heisst daher eine 
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§.52. Die Quatprnionen und ihre Mnltiplication. 177 

^Quaternion. Sie rlrückt die Art*) eines Dreiecks AOB aus, 
insofern 

a c ’ 

wenn die Dreiecke AOB und CO D (Fig. 30) gleichsinnig ähnlich, 
in Einer Ebene liegen. Eine Quaternion ist eine besondere geome- 
trische Grösse **) ; nur der Quotient zweier 
aufeinander senkrechten Sti-ecken n : m stellt 
eine auf ihrer Ebene senkrechte Strecke***) 
c vor, deren Länge sich zu der von n ver- 
hält, wie die Längeneinheit zu der von m. 

Es gelten nun oline weiteres alle vor- 
stehends für die Einheits-Radien und deren Quotienten (Versoren) 
gemachten Bemerkungen, auch für beliebige Strecken und die Qua- 
ternionen. Beachtet man. dass in der jetzigen Auffassung Strecken 
entgegengesetzter Richtung mit Tensoren von entgegengesetztem 
Zeichen versehen sind, so i.st für Strecken von der Längeneinheit 
die zu c, entgegengesetzte Strecke c\ = — Cj also : 

1 

^'l ^ 

Diese Gleichung aber gibt, da cj — = 1 ist: Cj ( — c,) = 1 oder 

ci c-i = - 1 (1) 

Das Quadrat jeder Strecke von der Längeneinheit ist — 1. Mittels 
dieser Bemerkung f) erhält man das Gleichungssystem : 

#1 *1 = 1 , li = 1 , ^3 *3 — 1 

H 4 = + »3 . 4 h = + «1 . *3 ö = + 4 

*2 *1 = — ?3 > *3 *2 *1 I 0 *3 *2 

worin « 1 , i'i , *3 die Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystemes 
(vergl. Fig. 20) sind. 

*) Din Species (ini Sinne der älteren Mathematiker) des Dreieckes oder 
Biradiales A O li. 

**) Man unterscheidet an ihr ihre Ebene, deren Lage auch durch eine 
auf ihr senkrechte Gerade, ihre „Axe“ bezeichnet sein kann, und ihren Win- 
kel , ihre „Amplitude“. 

**•) Den ,.Index“ der „Right Quaternion“. 
t) Vergl. (4) und (5) des §. 48. Ueherhaupt sieht man, dass wie der Modul 
der Multiplication -1- 1 den Modul der Addition 0 oder 2n vertritt, jetzt au 
Stelle von n des § 48 das Zeichen — 1 tritt. 

Hanktil, roinplcxc Zahlen. 12 




o 



Fig. 30. 
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IX. Geonif'trisclio Darstellung der Qiinternionen. 



Wir haben schon in §. 48 auf die doppelte Uedeutuiig aufmerksam gemacht, 
welche den Quaterniouen und Strecken — denn diese treten jetzt an Stelle der 
dortigen Versoren und Punkte — zukommt, als geometrische Gebilde einer- 
seits, und andererseits als (Jperatoren. welche die Tendenz einer Drehung aus- 
drilcken. Strecken erscheinen sowohl als geometrische Objecte, wie auch als 
Quadrautalversoren. In einem l’roducte f, kann man den ersten Factor i, 
als Multiplicator ansehen, der eine Drehung des Multiplicandus, der Strecke 
i. 2 , um jenes i, als Axe und durch einen Quadranten, bewirkt, und also »g als 
Resultat liefert, u. s. w. So zeigt sich auch hier dieselbe Er.scheinung, wie bei 
der gewöhnlichen Multiplication (s, S. 2) , da-ss in einem Producte dje Factoren 
bald als Operatoren, bald als Operanden anzusehen sind. Fasst man die Mnl- 
tiplication allgemein auf als eine Oiieration, welche als eine an dem Mnltipli- 
candus vorznnehmende der Multiplicator auzeigt, so verliert der Umstand 
einer incommutativeii Multiplication ülierhanpt seine Paradoxie. 




Wird in einem Versor eine. Strecke mit der 

0| 

entgegengesetzten vertauscht, wodurch der Versor 
sein Zeiclien ändert, so nimmt (Fig. 31) der Winkel 
um ;r zu, und umgekehrt: Nimmt der Winkel einer 
Quaternion um 7t zu, so ändert sie ihr Zeichen. 

Mit Hilfe dieser Bemerkungen lässt sich der S. 172 gegebene 
Satz über die Summe dreier runkte so darstellen: Da.s Product 
dreier Einheitsvectoren /, «i </i ist ein Versor, dessen Pol die Ecke 
A jenes Dreiecks und dessen Winkel \ {A -\- B ist. 

Nennt man eine Quaternion mit diesem Polo und dem Winkel 
i (A A- B + (7), so ist /i <7, == — tj oder: 

- = rj 

und es ist somit das Product — oder die vierte geometrische 
Proportionale dreier Einheitsvectoren eine Quater- 
uion von dem angegebenen geometrischen Charakter. 

Zwei Quaternionen nennt man „ c o n j u g i r t “, 
wenn die sie darstellenden Dreiecke in einer Ebene 
entgegengesetzt ähnlich sind, und bezeichnet sie 
mit a und K a. Ist dann (Fig. 32) 

o A TZ o a 

“ O U’ OD 

so ist li 0 A = ^ C 0 n und : 

O A :OB= (W: <1 IK 



D 



\ ß 

A/1 

Fig. 32. 



Digitized by Google 




§. ')2. Die Quateniionen und ihre Multiplieation. 



179 



Die Tensoren zweier coiijugirten Quateniionen sind also 
einander gleich, ihre Winkel entgegengesetzt. 

Stehen O A,0 B auf einander senkrecht, so ist « eine Strecke, 
K a die entgegengesetzt gerichtete, also für Strecken 

K a = — a. (3) 

Sind hl Strecken von der Längeneinheit, so ist 



'li T' hl 

K«. = „_ 



(4) 



da man allgemein die Richtungen 0 D mit OA, O C mit 0 B zur 
Coincidenz bringen kann, ohne den Werth des Versor K «j zu 
ändern und inanr erhält durch Multiplication: 

«1 K «1 = 1. 

Ist eine Quatemion a == a o, , wo «, einen solchen Versor bezeichnet, 
a ihren Tensor, so ist K « = a K «, also : 

a K « = = (T ' (,ö) 

Sind zwei Quateniionen « = a , ß — b gegelien, wo ßt 
Versoren sind, so ist 

K ö == tt K ff, , K = b K , 
a ß — a b . ai ßi , K ^ . K ff = a b . K . K o, 

Setzt man nun 

Ul „ hl . , , a, 

«1 = > 1^1 = c, ’ n ’ 

wo ff, , />, , c, Strecken von der Länge 1 sind. Es ist aber nach (4) 

Kff.=^,K^.=|, alsoK^,Ka,^:;^ = J 
und somit: 

K (ß, ßi) = K ßi .K ß, 

oder allgemein : 

K(ß/y) = K/?.Kß (6) 

Für Strecken hat man, da K « == — a, K h = — h, hieraus 
K (a Ä) = h a. (7) 

Unter der zu a reciproken Quatemion, die man mit ~ oder 
ß"‘ bezeichnet, uud durch 



a . =1 oder ß . o * = I 
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IX. (ipomotrische Darstollmig dpr Quittprnioiieii. 



definirt wird, Jiat man, wenn 

o = ^ gesetzt wird , = 



h 

a 



ZU verstehen, da dann jene Gleichung erfüllt ist. 

Bei einem aus Einheitsstrecken gebildeten Versor aj hat man 
nach (4) 

- = Kcr, 

«I 

und somit 



1 1 L- 

= , • fl Iv 

n «1 n* ‘ 

Ist a == fl «, also eine beliebige Quaternion, so ist: 

1 






(Ö) 



§. 53. 

Addition der Qiiateinioiien. 



Nehmen wir die in §. 20 gelehrte Addition der Strecken wieder 
auf, so wird dasPiincip der Permanenz uns veranlassen, das distri- 
butive Princip, dem man (vergl. (24) in §. 7) die Form: 



a h a + ^ 

c ' c c 



( 1 ) 



geben kann , in Bezug auf den jetzigen Begriff der (Quotienten von 
Strecken vor auszu setzen. Dann wird durch Gleichung (1) die 
Definition der Summe zweier Quateniionen, a, ß, die man jeder- 
zeit auf gemeinschaftlichen Nenner bringen kann, indem man mit 
c eine Strecke ihrer Durchschnittslinie bezeichnet und: 



a = 




setzt, unzweideutig gegeben sein. 

Von Wichtigkeit ist der Fall, dass a eine reelle Zahl, also der 
(Quotient zweier in einer beliebigen Richtung zusammenfallender 
Vectoren, ß aber eine Strecke ist, welche als Quotient zweier zu 
einander senkrechter Vectoren betrachtet werden kann. Nimmt 
man dann c senkrecht auf ß, sonst aber willkührlich, so lassen 
sich a, b den beiden Bedingiuigen entsprechend bestimmen, und 
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es ist die Summe einer reellen Zahl und eines Vectors 
daher eine Quaterniou 




Ist ferner eine Quaternion (Fig. '6-i) 
d OD 
y ~ c ~ OC 

gegeben, so i)rojicu’e man 0 J) auf und 
nenne (JA = «, AD — f>\ dann ist 
d == a A- !> und daher: 



d 



a + A 
c 




Hierin aber ist ~ eine reelle Zahl, der Quotient zweier aufeinan- 
der senkrechter Strecken, also selbst ein Vector, und somit kann 
jede Quaternion auf eine einzige Weise in die Summe 
einer reellen Zahl und eines Vectors zerlegt werden. 
Nennt man jenen ersten Tlieil den Scalartlieil *) der Quaternion. 
den letzteren den Vectortheil **) und bezeichnet sie dui-ch 
S Vy, so ist danach: 

5- = S;/-FV;'. (2) 



Sind b, r die reellen Grössen jener Strecken d, c, und ist 
ein auf der j)ositiven Seite der Ebene c d errichteter Einheits- 
vector, so ist: 

^ (t) ^ T (4 ) =" 7 

also 

;' = 7 cd + />.U sin cd), (4) 



wo 




cos c d -j- i>,a sin cd = \j y 



und somit für den Versor eine wichtige Deutung gewonnen ist. 

Hezeichnet man eine auf den Durchschnittslinien irgend zweier 
Quaternioiien liegende Strecke mit r, so kann man jederzeit 



•) Von ..Scala“, weil er die Längen auf einer solchen misst. 
*•) Auch ..Hi^ht l’art“. 
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IX. (uDim'tri.sflio I>arstplliiii}' iltT QuatPriiiuneii. 



/ </* 

„ _ ' y ' stützen und iieimt mau a, /<, // tlie durch Pro- 

y r ' c* 

jectioii von (/, d auf c entstehenden Stücke, so ist nach der Defini- 

tioiisgleichnng (1): 

(a + At + + A ) __ (« 4- a ) + (A + A ) 



y-hy = 



u + a' ^ A 4- A' 



Da (« + «'I mit c in der Hiclitung zusammenfallt, (/< -f- A') aber 
ebenso als seine beiden Summanden auf r senkreclit steht, so ist 



~ S (y + /; , 



-i'- = y(y-hy). 



Kerner aber ist 

(I + u' 

also 



" + - 
^ r ’ 



A + A 






V {;' + /) ='> + Vv'. 



s (y + /) -= s s 

Daraus folgt mm 

(/ + /') + /” == [iy + y) + y"\ + '’K/ + + ;"J 

= S(r + ;0 + S/' + 

= Sv + S/-I- S;" + V;.+V;' + V;/-, 
da tiir Scalareu und Vectoren das associative (lesetz nach allen 
früheren Festsetzungen gilt; und man findet somit: 

{'/ + ;' ) + y + 1 / + ; ”) = / + / + y"- 

Die Addition der (^uaternionen ist also eine associative üpe- 
- ration, deren Commutativität ebentalls leicht erkannt wird. 

Da die zu y coiijngirte Quaternion K y durch ein in derselben 
Ebene als y liegendes, entgegengesetzt ähnliches Dreieck reprä- 
sentirt wird, so ist ihr Scalar derselbe als der von y, ihr Vector 
aber entgegengesetzt, und daher 

Kj/^S;- — V;'. (5) 

Dass 

K {(t + ji) = Ka + Kß, (d) 

also K den distiibutiven Charakter hat, geht aus den ents]»recheu- 
den Eigenschaften der Symbole S und V unmittelbar hervor, da 



K « == S « 



tu 



K ii = S — V i 



und 

K (m + /tt) == S (« + ß> — V (a -f- (*?) == S « -|- S ß — V « — V ß. 
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§■ Ö4. 

IMe (listril)iitive Miiltiplicatioii der Qiiaternionen. 

In (1) (los vorigen §. ist das distributive Prinuii) bei der Mul- 
tijdiciition von Strecken 

{n + /*) c == a c /) c 

angenommen worden. Die andere Gleichung 
c (a + h) = c a + c Ä 

kann aus 

K [(<i 4" !>) ' J = K [« h 4" c] = K (a <•) 4“ K (<f h) 
sofort gescldossen werden, wenn man beaclitet, dass nach (7) in 
§. 52 bei Streekenproducten K (« c) = e m, K (o b) — h a, 
K [(« 4" /') c] = c (« 4" l') i*>t- Damit ist denn das allgemeine 
distributive Princip für Strecken 

(fl 4“ f') (c 4“ d) = (ic-\-bc-\-ad-\-b<i 
hergestellt. Aus ihm ist der Begriff der Adclition von Quaternionen 
hergeleitet. Da fei ner die Multiplication der Quaternionen in §. 52 
schon vollkommen bestimmt ist, so kann eine weitere Annahme 
nicht gemacht werden und es mu.ss das distributive Princip bei der 
Operation mit Quaternionen erwiesen werden: 

Man hat nach den ünmdgcsetzcn der Multiplication in tj. 7 : 

« + h c rt + 6 

cd d 

also 

in , h \ c a . h a c . h c 

\J'^~c)'d~'d'^'d~'7'd'^~^i: 
woraus man den geometrischen Satz erhält: 

Sind 3 Quaternionen et, ß, y gegeben, deren Ebenen sich in 
einer Geladen schneiden, auf der man c willkührlich annimmt, 
und setzt man 

a . /j c 

« = T’ c> y = 

so hat man 

(a + ß)y = ay + ß y. 

Da ferner nach (6) in §. 52 und (G) in §. 53: 

K [(fl 4- ß) y] = K y . K (fl = K ^ . (K « 4- K ß) 



( 1 ) 
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mul nach der cheii erwiesenen (ileidiung (1) K [(.ft 4" fi) /] = 

K (ff j' 4" (iY) = K.uy 4- K . — K . K a 4~ K . K ^ 

ist, so hat man auch 

K y . (K « + K ,^) == K y . K « 4- K y • K 
in welcher Formel wieder K ff, K f{, K y als ganz willkührliche 
Quaternionen cf’, f}', y', deren Kdienen eine (ierade gemein haben, 
angesehen werden können, so da,ss man die («leichung 

■/ (ff' + ß') = y ff' 4- ■/ ß' (-) 

erhält, welche mit (1) zusammen das vollständige distrihutive Prin- 
cip bei der Veiknüpfung von solclnui Quaternionen, deren Ebenen 
sich in einer (Geraden schneiden, ausmacht. 

Nichts ist leichter, als hieraus das allgemeine distrihutive 
Princip abzuleiten. Setzt mau « = S i = \ f, y = t, so kön- 
nen diese drei speciellen Quaternionen a, ß, y als sich in einer 
lieraden .schneidend angesehen werden, da die Lage von u gänz- 
lich unbestimmt ist. Man hat also nach (1): 

(St 4~ ^ t) == S t • 4- V t . c 
und ebenso nach (2) : 

s £ (s : 4 - V ^) = s £ . s ^ 4 - s £ . \' r 
Vt (S ;• 4- V ;•) = V£ . s 4- Vt . v: 

also 

6 . (S £ 4- Vt) (S C 4- V 0 = s £ . S L' 4- s 4 . V r 4- s r .\’£ 4- Vi ■ V (3) 

Ist nun £ = ff 4- (if, r = y 4- d, so ist hienach; 

(ff 4- /4) (y 4- d) = (S ff -f S ß) (S y -p S d) 

4- (Sa 4" S/4) (Vy4-Vd) 4-(Sy4-Sd)(\ aß-\ß) + (Va4-V(4) (Vy-f- Vd) 

Für alle diese einzelnen Glieder ist aber das distrihutive Princip 
schon in (1) und (2) nachgewiesen, und man hat daher : 

(a 4- /^) (y 4- d) == S a S y 4- S ß Üy + S ff S d 4- S /4 S d 

4- S a \ y -p S ß\ y -p S « V d -p ^ ß\d 

-p S y V Cf -p S y\ ß S d V a -p S d \ ß 

4- Va Vy 4- \ß\y -p Va Vd -P \ß\S 

Addirt man hier die Verticalcolonneu, so lindet man nach (3) die 
Summe » 
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= (S« -f- V«) (Sj/ + Vy) + (S/i + V/i) (Sy + V;') + (S« + V«) (Sd -K Vd) 
+ (S|‘^ + V/?) (Sd + Vd) , 

und erhält somit: 

(a + /^)(j' + d) = a7 + /^fy+ctd-}-/^?d, 
also das distributive Princip für 4 Quaternionen in beliebigen 
Ebenen. 

Eine Durchsicht der letzten zwei §§. lehrt , dass in ihnen von der früher 
unabhängig vom distributiven Principe uachgewiesenen Assuciativität in einem 
Producte von Strecken oder Quaternionen kein Gebrauch gemacht ist. Es 
leuchtet ein «dass aus dem distributiven Principe in Gemeinschaft mit der 
selbstständig abgeleiteten Associativität des Productes von drei aufeinander 
senkrechten Vectoren »j , 4 (s. S, 1G3) das allgemeine associative Princip 

ohne Weiteres gefolgert werden köunte, wenn man die Quaternionen in der im 
folgenden §. gegebenen Weise linear durch t,, H darstellt. 

§. 55. ' 

Die Qnaternionen al.s Zahlen. 

Haben wir nun so erkannt, dass es ein System geometrischer 
Operationen in Bezug auf Strecken und gewisse Verknüpfungen 
derselben, die Quaternionen gibt, welches vollkommen den in §. 28 
aufgestellten Bedingungen, die sich auf die Operationen an coni- 
ple.xen Zahlen beziehen, genügt, so sind wir berechtigt, die Strecken 
und Quaternionen als complexe Zahlen anzuselieu, und zwar sind 
die Strecken, wie schon in §. 32 bemerkt, von der Form 

a = Oj tj + Oa *s d“ *3 > 

wenn 4, 4 Strecken von der Längeneinheit auf den Axen 
eines orthogonalen Systemes darstcllen, und die Quaternionen 
« = S a + V ff von der Form: 

« = “0 + 01 *1 + “a h + »3 hi (1) 

die Producte der Strecken i\, 4 , 4 haben die mehrfach angegebe- 
nen Werthe. 

Wünscht man einen directen Beweis dafür, dass jeder com- 
plexen Zahl von der angegebenen Form (1) nur eine geometrische 
Quaternion (oder untereinander in imserem Sinne gleiche) und um- 
gekehrt entspricht, so hat man zu zeigen, dass wenn für die Vectoren 
a, i, c, d im Sinne des \1H. Abschnittes die Gleichung: 
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n r 
b ~ d 

gilt, auch die dou heiden Quotienten entspreciicnden geouietrischen 
(»ehilde (Quateniioncn) ini Sinne des 4;. äl gleich sind, und um- 
gekehrt. Nun ist nach den Multijdicationsregehi: 

a _ _ , Hl l'i “t* ^ b"2 “t* !Li 

h ^ T ^ + b..» 4- b.i” 

(g., — üa b.j) J, + (fla li, — ni ^ i-i + (ai bi — iV; b,) »n 

bT+izTt;;* ■ 

Soll die.s dem Qmitienten gleich sein, so muss, weny q = (> A. 

b = O />, c — 0 C, b = O 1> gesetzt wird, in leicht verständ- 
licher Bezeichnung: 

(cos Oj cos -f- cos Ojj cos ^ cos «3 COS A3) = 

Y (cos c, cos dl -f- cos Cj, cos d^ -f- cos C3 cos d.^) , 

Y (cos «3 cos A3 — COS^ cos A3) = ^ (cos C3 cos (H)S< 3 cos (/„'l 

u. s. f. oder nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie 
" cos (a ^ ‘ cos (c d) 

sin (<{ A) cos (« ^ A, ^ ^ sin (r d) cos (c d, /, i^l 

u. s. f. also, wie mau aus diesen vier Gleichungen leicht tindet: 

= Y> (« l>) = (c d), {n A, t\ I3) = (c d, i\ ^ 

sein, und in der That sind unter diesen Bedingungen zwei Quater- 
nionen gleich gesetzt worden. 

Die Quatcrnioneu werden hienach in vollkommen adäquater 
Weise durch die in t;. 42 detinirten formalen complexen Zahlen 
dargestellt, und zwar werden reelle geometrische Gebilde nur 
solchen Zahlen entsprechen, deren Coelhcienten reelle Zahlen sind. 
Diejenigen Quaternionen, deren Coefticienten gewöhnhche complexe 
Zahlen sind, wie dies im VIII. Abschnitt allgemein angenommen 
wurde, haben kein anschauliches Substrat, und spielen in der mit 
Hilfe der Quaternionen durchgeführten Theorie der Curven dieselbe 
Rolle, als in der analytischen (ieometrie die gewöhnlichen complexen 
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Zalilen, welche von dem Piiiicip der Permanen/, gefordert, aber in 
keinerlei Weise eigentlich geometrisch dargestellt werden können. 

^lit Rücksicht hierauf dürfen wir denn die sämmtlichen im 
VIII. Abschnitt abgeleiteten Sätze sofort für die geometrischen 
Quaternionen in Anspruch nehmen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass neben Form (I) der Qua- 
ternionen noch die andere, vergl. (4) in §. 53: 

a = a (cos (f + i sin cp) (2) 

besteht, wo « den Tensor, (p den Winkel der (iuaternion und < einen 
auf ihrer Ebene senkrechten Einheitsvector, die Axe derselben vor- 
stellt. Ist Q der Winkel dieses Vectors mit der i\ Axe, iii der Win- 
kel der dm-ch i und i\ gelegten Ebene mit der Ebene i\ 4 t so ist 
I = t\ cos © 4- 4 sin Ö cos ip 4- ij sin 0 sin ip 
also, mit (1) verglichen: 

Oq = 0 cos (p Uj = 0 sin ^ cos 0 

öjj = tt sin (p sin 0 cos ip a,, = a sin (p sin 0 sin 

lliemit ist die vollständige Grundlage für die Operation mit Qua- 
ternionen, mag man diese nun als complexe Zahlen oder als geo- 
metrische Gebilde auffassen, gewonnen. Es bleibt uns nur noch 
übrig, an einigen Beispielen darzuthun, wie fruchtbar der Quater- 
nionencalcul tür die Geometrie ist, und auf welche naturgemässe 
Weise geometrische Sätze durch ihn dargestellt werden. 

§• 5(). 

Die Fiindanientalforiiielii der spliärischen Trigonometrie. 

In analoger Weise, wie in der Gleichung 

OC—OÄ=^{OV—Ü Ji) 4- (O B — 0 A) 
die ganze ebene Trigonometrie enthalten war, wenn man diese 
Strecken durch gemeine complexe Zahlen dai'stellte (vergl. §. 23), 
enthält jetzt die Identität 

PC OJJ OJi . . 

OA ob' OA 

die ganze sphärische Trigonometrie, wenn die Streckencjuotienten 
als Quaternionen angesehen werden. Nehmen wir B, C auf 
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einer Kugel init dem Radius 1 an, so dass der Tensor der Strecken 
O A, ü O C, die Einheit ist, so findet man nach (4) in § 53: 

== cos A C + O B’ . sin A (J 



wo B' der j)ositive Pol des Kreises A V ist, und also 0 J> auf der 
Ebene der Quaternion A 0 C senkrecht steht. Somit wird jene 
Gleichung : 

cosJG+t>/y'.sinylC'=(cos/>6'+Oyl'.sin/>T,')(cos*4/>-f-Gt''. sin/1 ß) 
= cos BC. coü AB 4- G/1'. sin /yG.cos/1 /y + (>6''.sin/l /y cos /y 



Nun ist 



-j- < > A'. O C sin A B sin B V 



l) Ä. 0 C' = — (cos CA' + O B . sin 6M')-, 



denn B ist der Pol des Kreises CA', da er der Durchschnitt der 
beiden Kreise .1 B, B C ist, deren Pole C, A' sind (s. Fig. 35). 
Bezeichnen wir den positiven Sinn der Hauptkreise A B, B C, CA 
mit c, a, /), so hat mau C A’ = c a, u. s. f., also: 

ü A'. 0 C= — cos ca — OB. sin c a 
Der Scalartheil obiger Gleichung ist daher: 

cos A C — cos B C cos ^1 IS — sin B C . sin A B . cos ca (2) 
und das ist die erste FundamentalgleicLimg der sphärischen Tri- 
gonometrie. 



Der N'ectoi-theil aber: 
ü B ! . sin A 0 == 0 Ä. sin B C . cos A B 

-p O C . sin .,1 7y . cos BC — OB. sin BC .'&\i\ A B . sin c a (3) 
enthält noch drei Gleichungen in sich, welche mau auf sehr ver- 
schiedenartige Weise entwickeln kann. Dividiil man etwa beider- 
seits mit 0 A', so wird, weil A' B’ = a l>, A' C = ac: 

= cos ah + 0 C . sin a h 

O (T 

. , = cos ac -p OB. sin a c 

./l 

während O B\0 Ä ein Vector ist, Aa, 0 B, 0 A' zwei auf einander 
senkrechte Strecken sind. Nach dieser Dinsion giebt der Scalar- 
theil von (3) : 
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.sin A C cos ah~ sin liC .co%Ali + sin AB. vosBC.co9.ac (4) 
die zweite Fundanientiilgleichung, während der ^'ectortheil : 

0 0 . sin A C . sin ah — OB . sin A B . cos B C . sin a c 

— sin B C . sin yt 7? . sin c or. 

U A 

Nun ist, da O A', OB aufeinander senkrecht stehen: 

— = 0 B .0 Ä ^ — 0 Ä .0 B 

und man hat somit aus voriger Gleichung, wenn sie durch O B divi- 
dirt wird 

^ • sin A C . sin ab — sin A B . cos B ü . sin « c 

— 0 A ' . sin B C . sin A B . sin e a 

Beachtet man nun, dass 

= cos BC A- 0 Ä . sin B C 

so findet man durch Identificirung der Scalartlieile ehcnsowohl als 
der Vectortheile: 



sin A (J . sin a h = sin .^1 Zf . sin a c (5) 

welche Gleichung mit (2) und (4) zusammen das fundamentale 
Sj’stem der Trigonometrie bildet. 



Die Gleichungen sind liier in der allgemeinen Form erhalten, deren mau 
sich seit Möbius bedient. Will man aus ihnen die gewöhnlichen Formeln 
erhalten, so lege man den 3 Seiten einen bestimmten Sinn 
bei, etwa so, dass man AB, B C, CA im positiven 
Sinne durchläuft, wenn man die Fläche des Dreiecks 
so umläuft, dass sie immer zur liechten Bleibt. Ist dann 
der positive Sinn, in dem die Winkel gezählt werden, der 
von links nach rechts (s. Fig. 34), und sind A, B, C die 
absoluten, rechts im Innern der Fläche liegenden Winkel, 
so ist; 

71 — C, b c ~ 71 — A, ca — TT — B. 




Setzt man nun noch zur Abkürzung die absoluten Werthe: 
BC=a, CA -= i, A B = c 
so erhält man ans ('i), (4), (5) die gewöhnlichen Formeln: 

cos h = cos a . cos c + sin n . sin c . cos B 
cos C. sin b — sin a . cos c — cos a . sin c . cos B 
sin ( '. sin b = sin B . sin c 
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.ren<‘ allgcinpinrn Fornipln liabpn, von allem aiuleren abgcsphen, den 
grossen Vortheil, dass sieh die Dualität in ihnen auf das Deutlichste aus- 
spricht. Xenupn wir. wie bisher A', IS', C die Pole von 
n, b, c. und ferner (s. Fig. ii.'i) a. h'. c die Polaren 
von .1, IS, C, so kann in den Formeln (2), (4), (5) 
A IS = fl b’ , und ab = A' IS', al.so statt A,IS,ü,a.b,c 
ohne Weiteres a', b' , r, j1', IS', V.' gesetzt werden. 
Lässt man dann die .■Vccente weg, so erhält man die 
zu jenen finalen Formeln: 

ros nc = cos b c cos ab — sin i c . sin a b . cos CA 
cos.l /tsinac = siniccosrti -f sin« A.cosäc.cos .4 (' 
Fig 3;"). während lö) unverändert bleibt. Bringt man letztere For- 

meln wieder auf die gewöhnliche Oestall, so hat man : 
cos IS = — cos A . cos C -f sin .1 . sin C . cos 4 | 
cos e . sin IS — — sin ,1 . cos C — sin V . ros A . cos b i 

Die Sctilai thcile tler Gleicliuiigeii, auf welche man stösst, geben 
direct eine h'onnel der Trigonometrie, die Vectorentlieile aber eben- 
fall.s einen goometrisclien Satz. Um z. K (3) zu deuten, wollen wir 
zunäebst, wie es eben angegeben wurde, die Winkel und Bogen 
durch die dual entsj)rechenden Gel)ilde ersetzen, und schliesslich 
die Accente weglassen. Dann kann diese Formel: 

O H .am ac = 0 A . sin h c , . cos ah 0 C . sin o h . cos l c 

— O li' . sin ti />. sin Ä c . sin G' A (0) 
geschrieben werden tmd bezieht sich so auf ein Dreieck A, B, (!, 
dessen Seiten a, b, c,und wo B' der Pol von h ist. Diese Gleichung 
aber enthält den Satz: 

Verbindet man die Ecken irgend eines sphärischen Dreieckes 
A, B, (} mit dem Kugelmittelpunkte O, und trägt auf die.sen resp. 
die Strecken sin b r. . cos a b, — sin ac, sin a 4 . cos bc, ab, so hat 
das aus diesen drei Strecken zu bildende Parallelejtipedum eine 
Diagonale von der Länge sin ab . sin bc . .sin CA, welche senkrecht 
auf der Ebene C 0 A steht. 

Dividirt man (G) durch die beliebige Strecke 0 F, so gibt der 
Scalartlieil : 

cos ÖP. sin ac = cos AP. sin bc . cos ab + cos CF. sin ab . cos äc 
— cos B’ P. sin a b . sin b c . sin CA (7) 
wo B' F = B' Q Q F — k ^ Q F gesetzt werden kann, wenn 
Q den Fusspunkt eines von F auf b gefällten Pei’jiendikels be- 
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zeichnet. Specielle Folgerungen aus cliesein Satze für besondere 
Lagen von P ühergelien wir hier. — 

Der Sealartheil eines Productes dreier Strecken hat eine ein- 
fache geometrische Bedeutung. Sind A, li, C drei Ecken eines 
sphärischen Dreiecks, so ist 

— OP. OC = cos CB A- UA’. sin C B 
wenn wir obige Bezeichnung fosthalten, also: ^ A . O B . O C) 
= — S {OA . OÄ) . sin CB-, nun ist — S(t>yl . OÄ) = cos A A\ 
also : 9>{(>A.OB.O C) = «)s A Ä . sin C B 

Bezeichnet man den Durchschnitt des Kreises .,1.1' mit BC, also 
den Fnsspunkt eines von A auf B C gefüllten Per|>endikels mit I), 
so ist .1 A' = .1 D -f- DA', und Ix'.stimmt man den Sinn von A 1) 
so, dass DA'— 4 n, so ist cos A Ä = — sin A D, also: 

S {0 A .OB. () C) =,.sin .1 1> . sin BC — sin (.1 Ji C) 
iiändich dem sogenannten Sinus der Ecke gleich, mit dem man 
das Product der drei Kanten eines Parallelepipedum multiplicireii 
muss, um sein Volumen zu finden. 

§• 57. 

Bas spliäri.sche Viereck. 

,Um die .sphärische Tetragonometrie zu begründen, geht mau 
von der Identität aus: 

»j\: OK OA' OlT 

o ir ■ oc ou' oc ^ ^ 

oder: 

(cos B'Ä -1- O A . sin B'A') (cos CB' + OB. sin CB') = 

(cos D'A' -F 0 D. sin D'Ä) (cos CD' -|- O C . sin CD') 

wenn A, Ji, C, 1) (Fig. dG) resp. die posi- 
tiven Pole der Seiten A' Ji', Ji'C, CJy, J)'A' 
bezeichnen. Werden die Werthe: 

— OA. 0 Ji = cos JiA A- OJi'. sin BA 
— OD.Oe^ cos C D + O D' . sin C J) 

in der Entwickelung von (1) snbstituirt, so 
gibt der Scfilartheil ein triviales Resultat, 
Hg. 3G. der Vector aber: 
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0 A . sin HÄ . cos C'i^' + OB. sin 6" B’ . cos B’ä 

— OB', sin B'Ä . sin (J B' . sin B A = 

0 D . sin D’Ä . cos 6*2)' + 0 C . sin CD' . cos D'Ä 

— 0 D' . sin D'Ä . sin C D'. sin CD. 
Nennt inan «, />, c, d die Polaren von Ä, (/, i>', so kann man 
alle Bogen HA', (y B' . . . durch Winkel h a, ch . .. ersetzen, und 
erhält so ; 

. sin Ä rt cos cbÄ 0 B .?,mcb cosAa — ttiy'.sin J «sinci sin7i..4 — 
01 ). sin d a cos cd-\- OC.^mcd cos da — OD'. sin d a sin c d sin CD 
für ein beliebiges Viereck AB CD, dessen aufeinander folgende 
Seiten AB, B C, CD, DA jetzt b, c, d, a heissen und wo B', D' 
die Pole von b, d sind. Dividirt man diese Gleichung mit der be- 
liebigen Einheitsstrecke O P, so gibt der Scalartheil : 

0 = cos AP. sin n b . cos bc cos B P. sin b c . cos a b 

— cos HP. sin a b . sin b c . sin A B 
-f- cos CP . sin c 2. cos duA- cos DP. sin da . cos cd 

— cos D'P . sin c d . sin da . sin CD 
oder, wenn die Winkel ab, b c, cd, da nach ihren Ecken mit 
A, B, C, D bezeichnet werden: 

0 = cos AP. sin A . cos B -|- cos B P. sin B . cos A 

-p cos HP. sin A.^in B . sin A H 
-p cos C P. sin C .cos D -p cos D P. sin D . cos C 

-p cos D'P. sin C .sinD. sin CD 
wo man auch cos HP— -p sin PQ, cos D' P= ä sin PR schrei- 
ben mag, indem man mit PQ, PR die von P auf A B und CD 
gefällten Perpendikel bezeichnet. — 

Ebenso wde die hier zu Gnmde gelegte Formel (1) gibt jede 
Identität der Quateniionentheorie sogleich einen geometrischen 
Lehrsatz, wie man auch umgckehi't, bekannte geometrische Sätze 
benutzen wird, um identische Gleichungen zwischen Quatemionen 
zu entwickeln. Um nur ein Beispiel hievon zu geben, behandeln 
wir die Identität (17) des §. 43: 

S {V (o 6) . V (c <7)} = S (a (7) S (i c) — S (tt c) S {b d) 
indem wir unter a, b, c, d die Radien einer Einheitskugel verstehen, 
welche letztere in A, B, C, D schneiden. Dann ist: S {a d) = 
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— S \ = — cos D A u. s. f. ferner V (a b) = 




— 0 B’ .WiB A , also V {ah). V (c A) = ü B' . () D' sin i4 sin C, 
und — S (() B'. 0 D') = cos B' D\ wo B\ ])' die Pole von A B, Gl) 
sind, so dass cos (///>') = cos(.,-J/f, CD) gesetzt werden mag. 
Jene Identität giebt dann , 

sin B sin CD cos(yJ B, CJ>) = cos J Ccos/f ]) — cos/1 D cos BC 



den bekannten GAUSs’schen Satz. 



§. 58. 

TransforniJitioii rechtwinkliger (’oordinateiisysteme. 

Es mag liier mir an einem Beisiiiele die Leichtigkeit dargetban 
werden, mit welcher der Quaternionencalcul analytiscli-geometriscbe 
Sätze darzustellen erlaubt; 

Erleidet eine um ihren Mittelpunkt drehbare Kugel irgend- 
welche Drehungen nach einander, so ist bekannt und übrigens auch 
aus den Sätzen des §. 50 leicht abzuleiten, dass das Resultat der- 
selben in jedem Falle ersetzt werden kann durch eine Drehung um 
eine feste Axe. 

Es sei H diese Axe, der Winkel, um den man drehen muss, 
wenn jenes Resultat ei'zielt werden soll, u eine Quaternion mit der 
Axe s und dem Winkel \ also, wenn ü, drei feste, aufeinander 
senkrechte Axen bedeuten: 

Ä = i', cos X .V 4 cos _»/ s -f- cos Z H 

u — cos I (f) -\- sin J = cos 4 ^ f/) (I + + u li + r »3)1 

wo 

}. = cos x.>( tan J cp, fi — cos y ,« tan i (p, v — cos zk tan 4 tp 
gesetzt wird. Wenn man noch 

= 1 =1 + -I- -t- A /, -f 4 -H »- j's = a 

setzt, so hat man 

“ y.T 

Irgend ein Vector: 

u = X /, -|- y/ -H « <3 

Hankttl, coinplcxe ZableD. 13 
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wird nun nach seiner Drehung um die Axe s und den Winkel (p, 
nach S'. 1()9 die schliessliclie Lage 

, 1 
H == U U — 

tt 

annehraen; nach (8) in i?.ö2 hat man, da Ta = 1 ist; ^ = Ka, also : 
II = a »< K « = y ( 1 + a) !/ ( 1 — a). 

Die Entwickelung dieses Productes kann man ganz direct ausführeu; sie 
wird aber wesentlich abgekürzt, wenn man auf 

(1 + a) u (1 — a) = u + an — ua — aua 
die Sätze des §. 4B auwendet. Es ist nämlich, da a, « Vectoren sind, nach (3) 
au — « a = ‘i.V (a u), ferner nach (fl) S (a ua) = — S (« « «) = — a* S « = 0, 
da eben u ein Vector ist, endlich nach (9): V (aua) — aS(ua) — uS(aa) 
+ n S (a «) — S (a ii) — u «*, also : 

(1 + «) « (1 — «) = w ( 1 + rt‘) 4- 2.V (a u) — 2a S(o u). 

Nun ist 

au ^ — (l X + fl 1/ + V z) + U !/ — fl u:) ii + (fl z — v y) «i + (e x — 

1 4- a* = 1 — 

also: 

= — l^ — fi^— V») 4- 2(ly — fix)i 3 4- 'i{fiz — vy)h 4- 

4- 2a 4- ju.v + ec). 

Setzt man nun den neuen Vector: 

II — X iy + + z /, , 

so findet man aus letzterer Entwickelung: 

J .X = x(\ + A* — — V-) + '2y ().fi — v) + 2z{kv + fi) 

J . y — 2x (fl A -f- r) + _?/ ( 1 — A^ + ft^ — v-) + 2z (fiv — A) 

J . z = 2x. (vl — fl) + 2y {i’fi + A) -f- 2 (1 — A* — /«* + 
die berühmten Formeln EuijEhs *) für die Transformation recht- 
winkliger Coordiuatensysteme gegeneinander. 

Historisohe Anmerkung au Abschnitt VIII und IX. Bereits seit 
dem Jahre 1833 beschäftigte sich Sir William Rowan Hamilton (Prof, der 
Astronomie an der Universität Dublin und Royal Astronoiner of Ireland, gest. 
den 2. Sept. 1865 zu Dunsink) angelegentlich mit der Theorie der höheren 
complexeu Zahlen, in der Absicht, ein zur Behandlung der Geometrie des 
Raumes ebenso passendes Instrument zu ertinden, wie es die imaginären 

*) Novi Comni. Petropolit Bd. 2ü. S. 217, vergl. Baltzer’s Determinanten 
2. Aud. S. 159. und Caylev. Phil. Mag. Febr. 1845. S. 141. 
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Zahlen für die Ebene sind, und in der Ueberzeugung, dass ein solches für 
den Raum noch nothwendiger und wichtiger sei, als für die Ebene. Eine 
interessante Geschichte seiner Bemüluingen enthält die Vorrede zu den 
Lectures; sie lehrt, dass die hauptsächlichste Schwierigkeit darin lag, die- 
jenigen Eigenschaften der Operationen zu finden, welche, wenn sie aufgehoben 
werden, das von mir so genannte l’rincip der Permanenz der formalen Gesetze 
der Arithmetik am wenigsten verletzen. Hamilton hielt anfangs die Commu- 
tativität der Multiplication für durchaus noth wendig, bis ihn vielfältige Ver- 
suche überzeugten , dass neben dieser die distributive Beziehung zu der von 
vornherein gegebenen Addition von Strecken nicht erhalten werden könne. 
So entschloss er sich endlich, zu Gunsten letzterer, die commutative Eigen- 
schaft der Multipli cation fallen zu lassen und wurde, nachdem er darauf ver- 
zichtet hatte, das Product und den Quotienten zweier Strecken wieder als 
Strecke anseheu zu können, im Jahre 1843 zu den Grundbegriften des Qua- 
temionencalculs geführt, die er zuerst in dem Meeting of Council der Irischen 
Akademie d. Wiss. vom KJ. üct 1843, und daun in dem Phil. Magaz Juli 1844 
der gelehrten Welt vorlegte Von diesem Zeitpunkte an ist er unausgesetzt 
thätig gewesen, die fundamentale Theorie bis in ihre kleinsten Details zu ent- 
wickeln und zu vervollkommnen, sowie durch Anwendungen in’s Besondere 
auf die Sphärik, Phoronomie, die Theorie der Polygone und Polyeder, welche 
Oberflächen zweiten Grades eingeschrieben sind, die Krümmungsverhältnisse 
von Flächen im Allgemeinen , die Theorie der geodätischen Linien , die Prin- 
cipien der Mgchauik, das Problem der drei Körper, die Theorie der Wellen- 
oberfläche u. s. f. die Fruchtbarkeit und Angemessenheit seiner Methode nach- 
zuweisen. Die Theorie selbst hat er dann mit eiiugeu Anwendungen derselben 
in den selir umfangreichen „Lectures on Quaternions , containing a systematic 
Statement of a new mathematical method , of which the principles were com- 
muuicated in 1843 to the R. Irish Acad., and which has sincc formed the 
subject of successive courscs of lectures , delivered in 1848 and subsequent 
years in the halls of Trinity College , Dublin ; witli numerous illustrative dia- 
grams, and witli some geometrical and physical applications“. (Dublin, Hodges 
and Smith, 1853), in einer den continentaleu Mathematikern sehr unbeque- 
men, den Engländern aber, wie es scheint, durchaus natürlichen Weise dar- 
gestellt: Die Theorie ist aufgelöst in zerstreute Stücke, die Probleme werden 
nicht in ihrer Allgemeinheit, sondern zunächst in speciellen Fälle'n behandelt, 
dann unterbrochen durch Anwendungen und andere Untersuclumgeu, um erst 
später, zuweilen nur gelegentlich in ihrem ganzen Umfange erledigt zu wer- 
den. Dazu kommt eine durchgehends ausserordentlich breite, sich immer 
selbst repetirende Darstellung, die man wohl theilweise der Rücksicht zu- 
schreiben muss, welche ihr Verfasser auf die Studirenden genommen hat; denn 
der Quatemioneucaleul ist „sanctioned, as a subject of public and repeated 
examination in the (Dublin) university.“ 

Wollte ich diese Theorie auf deutschen Boden verpflanzen, so war es 
uothwendig, die Darstellung total zu verändern ' Durch eine ganz andere 

13 * 
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IX. Geometrische Darstellung der Quateriiioneii. 



.Anordnung, sofortige Drtsuiig der Probleme im /usammeiiliange, durch manche 
wesentliche Veränderung in den Beweisen, ist es mir gelungen, in den vor- 
stfhenden zwei Abschnitten alles Wesentliche der Theorie, abgesehen von 
einigen Amvendungon, darzustellen, welches sich bei Hamilton von S. 1 bis 
etwa S. 545 findet. Namentlich hat die obige, nach meinem in diesem ganzen 
Werke durchgefUhrten Gesichtsimnkte methodisch nothwendige Trennung der 
formalen Theorie der Quiiternionen von dem Nachweise ihrer geometrischen 
Bedeutung, nicht allein, wie ich hoffe, zur Aufklärung über das Wesen und 
den eigentlichen Grund dieser neuen imaginären Kinheiten, beigetragen, son- 
dern auch eine viel grössere Kürze, als sie Hamilton bei der Vennengung 
dieser beiden Gedankenkreise erreichen konnte, möglich gemacht. 

Die nach Art der neueren englischen Mathematiker sehr ausgedehnte 
Terminologie habe ich allerdings so weit als möglich beschi-änkt und in die 
Anmerkungen verwiesen; ihre gänzliche, sehr wohl mögliche, Unterdrückung 
im Texte habe ich deshalb nicht für zweckmässig erachtet , weil sie nun ein- 
mal von Hamilton und seinen Schülern angewandt wird, und ich viel Gewicht 
darauf lege, durch meine Behandlung das Studium der Abhandlungen jener 
Gelehrten zu erleichtern. 

Erst nachdem meine Ausarbeitung vollendet war, kamen mir die den 
„Lectures“’ an Umläng gleichen „Elements of Quaternions“ (London, Long- 
mans, Green et Co. 18(5ti), ein posthumes Werk desselben Verfassers, von 
seinem Sohne W. E. Hamilton herausgegeben, zu Händen. Zu diesem neuen 
Werke, welches sich in der Theorie nicht wesentlich von dem früheren unter- 
scheidet, scheint sein Verfasser durch das sich auch bei ihm geltend machende 
Bedürfniss eines einheitlichen Zusammenfassens der verschiedenen Aufgaben, 
welche zu einer Feststellung des (Juaternionencalculs führen, sowie die Ab- 
sicht veranlasst worden zu sein, einen grossen Theil der neuen Anwendungen 
dieses Calculs in Einem Werke darzustellen. Im vorstehenden ist der wesent- 
liche Inhalt derSlM) ersten Seiten dieser Elements, allerdings mit Weglassung 
mancher schönen Anwendungen (besonders der Theorie der geometrischen 
Netze) gegeben. Es ist kein Zweifel, dass dies neue Werk das ältere voll- 
kommen überflüssig gemacht hat — und es bleiht mir nur noch übrig, den 
Wunsch auszusprechen, dass meine Bearbeitung im Stande sein möge, die 
(iuatemionen-Theorie, das Product eines durch glänzende Entdeckungen be- 
rühmten, genialen Mathematikers, die auf dem Continente bisher, so viel ich 
weiss, nur in ALLf:GKRT’s ., Essai sur le calcul des quaternions“ (Paris 1S(J2> 
eine allerdings unzureichende Darstellung gefunden bat, auch in Deutschland 
heimisch zu machen. „Das beste Denkmal, welches man einem grossen Manne 
setzen kann, ist das fortgesetzte Studium seiner Werke.“ 



r.KIPZIG, ORCCK VON OIRSRCKF. A OKVRIKNT. 
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